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Chapitre 1
Les équations de degré 2, 3,4, 5

1.1 Léquation de degré 2

Lemme 1.1.1. Si a* = bc avec (b,c) = 1, alors b et ¢ sont des

carres.

Démonstration. Immédiate compte tenu de I'unicité de la décom-

position de tout nombre entier en facteurs premiers. ]

Lemme 1.1.2. Si a® + b = ¢ avec (a, b, ¢) = 1, alors ¢ est impair,

et entre a et b, un seul est impair.

Démonstration. Les résidus des carrés modulo 4 valentOou 1. O

Théoreme 1.1.3. Si a® +b> = ¢ avec (a, b, c) = 1 avec par exemple
b pair, alors il existe d et e tels que (e,d) = 1 et ¢ = d*> + €2,
a=d*-e’ b=2de.

Démonstration. 1. Onécrit b = 2f. Ona: 4f%> = 2 —a® =
(c+a)c—a)et f2=(c+a)/2x(c—a)2.



Chapitre 1 Les équations de degré 2, 3, 4, 5

. ¢ et a étant impairs et premiers entre eux, (c+a)/2 et (c—a)/2

sont entiers et premiers entre eux.

D’apres 1.1.1, ce sont des carrés : (¢ +a)/2 = d?, (c—a)/2 =

e’

Donc:c=d?*+e%, a=d* - e% b=2de.

1.2 Léquation de degré 4

Théoreme 1.2.1. x* + y* = 7% n’a pas de solution.

Démonstration. S’il existe une solution, il en existe une avec des

entiers premiers entre eux. Supposons que I’on ait x* + y* = 72 avec

(x,y,2) = 1.

1.

D’apres 1.1.3, il existe a et b, b pair, tels que (a,b) = 1 et
z:az+bz,xzzaz—bz,y2 = 2ab.

bestpair: b=2f.Onadonc a’> = x> +4f2 et y> = 4af.
D’apres 1.1.1, a et f sont des carrés premiers entre eux; il
existe d et e tels que : (d,e) = 1,a = d?, f = ¢>. On a alors :
d* = x* + 4e*.

D’apres 1.1.3, il existe f et g premiers entre eux tels que
d*>=f2+g% x=f>-g%2¢*=2fg.Onadonc e’ = fg.
D’apres 1.1.1, f et g sont des carrés : f = h?, g = k.

Et finalement : d? = h* + k*.
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On obtient le résultat par descente infinie : la nouvelle solution est

strictement plus "petite" que la premiere. O

1.3 Léquation de degré 3

1.3.1 Les entiers d’Eisenstein

Definition 1.3.1. Soir @ = (1+iV3)/2 € C. On note Z| ] I’ensemble

de nombres complexes de la forme a + ba avec a, b € Z.
Lemme 1.3.2. Z[«a] est un anneau

Démonstration. @* = (-1 +iV3)/2 = a - 1. O

Lemme 1.3.3. o2 # 1,0’ # 1, = 1.

2 2 2

Démonstration. a*> = a -1, = aa®> = a(a-1) = —a =

a-1-a=-1,a°=1. O
Definition 1.3.4. N(a + iV3b) = a2 + 3b2.
Lemme 1.3.5. N(a + ab) = a*> + ab + b*.

Démonstration. On développe. O

Lemme 1.3.6. Les unités de A sont les racines 6-émes de [’unité.

Démonstration. Elles vérifient N(a + ab) = 1. On résout a® + ab +
b*> = 1 en nombre entiers. Si a et b sont de méme signe, alors
les solutions sont : (1,0), (—1,0), (0,1), (0,—1). Sinon, les solu-
tions sont : (1,—1), (-1, 1). L’ensemble des solutions correspond a :

(I,CKZ,...,Q’S. O
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Lemme 1.3.7. A est factoriel.

Démonstration. En fait A est euclidien :

1. Soient 7’ et 7" dans A = Z[«].

2. Montrons qu’il existe ¢ et r dans A tels que 7’ = gz”" +r et
N(r) < N(Z").

3. Soit z = z’/z” dans Qa]. Ona z = x + ay avec x,y € Q.

4. Onchoisitaetbdans Ztelsque | x—a [< 1/2,| y—=b |< 1/2.

5.0npose g =a+ab.Ona:N(iz-¢q) = (x—a)P’+(x -
a)(y = b) + (y = b)> < 3/4 < 1;so0it N(z'/z"" — q) < 1, soit
N(z' = gqz") < N(").

6. Onposer =z' — gz”.

Et on a le résultat. O

1.3.2 La solution

Lemme 1.3.8. Soit x, y, z sans facteur commun et tels que x> + y3 +

23 = 0. Deux sont impairs (par exemple x et y), 'un est pair (donc
2). Soit:u=(x+v)/2,v=(x—=v)/2. Alors x> + y* = 2u(u® + 3v?),

et

u et v sont de parités différentes
u et v sont premiers entre eux
2u et u> + 3v? sont premiers entre eux

2u et u® + 3v? sont des cubes
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Démonstration. 1. Soient u et v tels que définis plus haut.
+ +
2u(? +3v?) = 2x2y ((xzy) 3( )2)
+
= 2 1 Y ((x2 +2xy + y2) + 3(x —2xy + yz))
X+y

= ) (4)62 —4xy + 4y2)

= (X+y)(x2—xy+y2)

= B4y

2. u et v sont premiers entre eux : sinon x =u +vety =u—v

ne seraient pas premiers entre eux.

3. u et v sont de parité différente : il suffit de monter que u et v
ne sont pas tous les deux impairs ; mais dans ce cas, x = u +v

et y = u — v seraient tous les deux pairs.

4. 2u et u* + 3v? sont premiers entre eux : les deux seuls cas
non triviaux pour un diviseur commun sont d = 2 et d = 3.
d = 2 est impossible car alors u et v seraient de méme parité.
Si 3 divise u, alors comme z> = 2u(u? + 3v?), 3 divise z; on
a (3z)% = 2(3u’')((Bu’)? + 3v?), soit 322”3 = 2u’((3u’)? + v?);

et 3 divise v : u et v ne sont pas premiers entre eux.

5. 2u et u® + 3v? sont des cubes : cela découle du théoréme
fondamental de I’arithmétique associé au résultat précédent.
|

Lemme 1.3.9. Si u”> + 3v> = w3 avec u et v de parité différente,
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u et v premiers entre eux, alors il existe a, b, c tels que 2u =
(2a + b)(a — b)(a + 2b), 2v = 3ab(a + b).

Démonstration. 1. Ona: (u+iV3v)(u—iV3v) = wi.

2. Montrons que : (u + iV3v) et (u — iV3v) sont premiers entre
eux dans A. Sinon, soit d € A un diviseur commun. Alors d
divise leur somme 2u et leur différence 2iV3v. N(d) divise
NQu) = 4u? et N(2iV3) = 12v? dans Z. Si 3 divise u, 3
divise w, 3 divise v; or u et v sont premiers entre eux. Donc
le p. g. c. d. de 4u? et 12v? est 4. N(d) divise 4. Comme
d n’est pas une unité, ceci est impossible car N(d) divise
N(u + iV3v) = u? + 3v? qui est impair parce que u et v sont
de parité différente.

3. Donc, 3 une unité prés, (1 +iV3v) et (u —iV3v) sont des cubes
dans A :u+iV3v = o*(a + ba) aveck =0,1,2,...,5.

4. Si on développe u + iV3v = a¥(a + ba)?, pour les différentes

valeurs de k, on obtient :

k 2u 2v

0 2a°+3ba*-3b%a-2b° 3ba® + 3b%a

1 & -3bd*> - 6b*a-b° a’ +3ba® - b

2 —a®-6bd®>-3b*a+b o -3bPa-b> (1.1)
3

4

5

—2a3 = 3ba® + 3b%a + 20>  —3ba? - 3b*a
—a® +3ba? + 6b*a+b>  —-ad -3ba* + b3
@ +6ba* +3b*a-b  -a® +3b*a+ b

10
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5. Si k = 0 ou 3, on vérifie les formules 2u = +(2a + b)(a —
b)(a +2b), 2v = +3ab(a + b).

6. Sik=1,onav—u=3abla+ b). Mais v — u est impair alors

que 3ab(a + b) est toujours pair.

7. Les autres valeurs de k se traitent de la méme fagon.

Théoreme 1.3.10. x> + y* + 23 = 0 n’ a pas de solution

Démonstration. Soit x, y, z une solution. Soient u, v les entiers as-
sociés par le lemme 1.3.8. Soient a, b, ¢ les entiers associés par le

lemme 1.3.9.

1. On a2u = (2a + b)(a — b)(a + 2b), et d’autre part 2u est un
cube.

2. On montre que (2a + b), (a — b), (a + 2b) sont premiers entre

cux.

a) Sid divise 2a+ beta— b, alors d divise 3a = (2a + b) +

(a - D).

b) Sid divise a+2beta— b, alors d divise 3a = (a+2b) +
2(a - b).

c) Sid divise a + 2b et 2a + b, alors d divise 3a = 2(2a +
b) — (a + 2b).

Donc d divise u = (2a+b)(a—b)(a+2b)/2etv = 3ab(a+b)/2.

Or u et v sont premiers.

11
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3. Donc (2a+b), (a—b), (a+2b) sont donc des cubes : (2a + b) =
3 (a-b)=g3 (a+2b)=h>.Onadonc: 3 +g>=hn

On obtient le résultat par descente infinie : la nouvelle solution est

strictement plus "petite" que la premiere. O

1.4 Léquation de degré 5
1.4.1 Lanneau Z[p]
Definition 1.4.1. Soit p = (1+V5)/2 et Z[p] = {a+bp | a,b € Z}.
Lemme 1.4.2. Z[p] = {(a + bV5)/2 | a, b € Z de méme parité}.
Démonstration. 11 suffit de développer. O
Lemme 1.4.3. Z[p] est un anneau.
Démonstration. p> =1+ p. O
Definition 1.4.4. N(a + bV5) = a® — 5b?
Lemme 1.4.5. N(a + bp) = a®> + ab — b*
Démonstration.

N(a+bp) = N(a+b(1+V5)/2)

= N((a+b/2) + (b/2)V5)

= (a+b/2?-5(b/2)?

= a’*+ab-b*

12
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Lemme 1.4.6. p~' = p— 1.

Démonstration. Immédiate. O

Lemme 1.4.7. Les unités de Z|p] sont de la forme £p", n € Z.

Démonstration. 1. Ona N(p) = —1etdonc [N(xp")| =1

2.

Si |[N(a + bp) = 1], on a également [N((a + bp)p)| = 1 et
IN((a +bp)p~")l = 1
(a+bp)p=(a+b)p+ap=Q2a+b)p

(a+bp)p~' = (b—a)p+ap=bp.

On a toujours |2a + b| < |a + b|, ou |b| < |a + b|. On peut

toujours diminuer le module de la somme des coefficients.

A la fin, on trouve une unité de la forme +1, +p

Lemme 1.4.8. Z[p] est un anneau factoriel.

Démonstration. En fait A est euclidien :

1.
2.

Soient 7" et z’” dans A = Z[p].

Montrons qu’il existe ¢ et r dans A tels que 7’ = gz”" + r et
IN(r) < IN(Z")I.

Soit z = z’/z” dans Q[p]. Ona z = x + py avec x,y € Q.
Onchoisitaet bdans Ztelsque | x—a |< 1/2,| y—b |< 1/2.

13
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5.

6.

Onposeg=a+pb.Ona:N(z—q)=(x—a)>+(x —a)(y -
b) - (y — b)*; donc : [N(z — q)| < (x —a)* + |(x — a)(y -
b)| + (y — b)* < 3/4 < 1; donc |N(z'/z”" — q)| < 1, donc
IN(z" = qz")| < IN(Z")I.

Onposer =z —qz”.

Et on a le résultat. O

Lemme 1.4.9. Si x et y sont premiers entre eux, si y est un multiple

de 5 et si x* — 5y2 = 7°, alors il existe m et n premiers entre eux, de

parité contraires tels que x + yV5 = (m + nV5)°.

Démonstration. On décompose x2 — 5y% = (x + V5y)(x — V5y) et

on montre que les deux facteurs sont premiers entre eux dans Z[p].

1.

N ok wD

Sid = a+ bp divise (x + V5y) et (x — V5y), il divise leur
somme 2x et leur différence 2V5y.

Alors N(d) divise N(2x) = 4x% et N(2V5y) = 20y?

Comme x et y sont premiers entre eux, N(d) = 1 ou N(d) = 4.
Si N(d) = 1, c’est fini.

SiN(d)=4,d=2p".

On peut supposer que d = 2.

Donc x et y sont pairs.

O

Lemme 1.4.10. Si x et y sont premiers entre eux, si y est un multiple

de 5 et si (x> —5y%)/2 = 2°, alors il existe m et n premiers entre eux,
tels que (x + yV5)/2 = ((n + mV5)/2)°.

14
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Démonstration. Similaire. O

Lemme 1.4.11. Si x + yV5 = (m +nV5)°, alors x = n® + 50n°m? +
125nm*, y = Sn*m+50n2m> +25m°, 7 = n* = 5m?. Si (x+yV5)/2 =
(n+mV5)/2), alors 16x = n® + 50n°m? + 125nm*, 16y = 5n*m +
50n*m® +25m°, 4z = n®> - Sm?.

Démonstration. On développe. O

1.4.2 Un théoréme de Sophie Germain

Soit x le résidu de x modulo 11.
Lemme 1.4.12. Pour tout x, F =0ou +l.

Démonstration. D’apres le petit théoréme de Fermat, pour tout x,

x10=00ouT;six©=0alorsx’=0;six0=T,alorsx> =+1. O
Lemme 1.4.13. Si x5 + y5 + 25 = 0, alors X ou'y ou Z est nul.
Démonstration. Six ouy ou 7 valent £1, alors il est impossible que

X+ +P5=x5+y5+75=0. O

1.4.3 La solution

Proposition 1.4.14. Si x> + y> +y°> = 0, alors x, y ou z est multiple
de 5.

Démonstration. 1. On considére une solution dont aucun des

éléments n’est multiple de 5.

15
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.Ona:—x’ =y +22 = +20% =y z+y222 -y + 2.

. Montrons que : (y + z) et (y* = y3z + y2z% — yz> + z*) sont
premiers entre eux : soit 7 un diviseur premier commun ; alors
Y=Y+ ¥ =y + 2t = 00r) y = —z+ (), ety = yPz +
y2z2 — yz3 + z* = 57%(r); donc r divise z et y + z; ce qui est

contradictoire.

. Donc (y +2) et (y* = y3z+ y?2% — yz> + z*) sont de puissances

5-iémes.

. Le méme raisonnement peut étre fait avec les autres variables.

5 5

y+z=a | y=yz+y 2 -y +t =0 | x = —aa

Z+x=b z4—13x+12x2—zx3+x4:,85 y=-bB

x+y=c | =3y +x3y? x4yt =97 | z=—¢y
(1.2)

. Modulo 11, d’apres le lemme 1.4.13, X ou y ou 7 est nul.
. Supposons x nul. On a : 0 = 2x = b+ -d. D’apres le
lemme 1.4.13, @ ou b ou ¢ est nul.
a) Si b =0, alors y = % = 0; mais x et y sont premiers
entre eux.
b) Sic =0, alors 7

entre eux.

=cy = 0; mais z et x sont premiers

) Sia=0,y=-Zeta’=y*—y3iz+y222—yp3 + 74 =
5y5, et (@y~1)° = 5; ce qui contredit le lemme 1.4.12.

O

16
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5

Théoreme 1.4.15. x> + y° + 2° n’a pas de solution.

Démonstration. 1. Soit (x, y, z) une solution. D’apres le résultat
précédent, I’une des variables x, y ou z est divisible par 5. Par
exemple z.

2. Si z est pair.
a) u=(x+y)/2etv =(x—y)/2 sont premiers entre eux
et de parités différentes.
b) L’equation devient z7 = 2u(u* + 10u?v? + 5v%).
¢) Comme 5 divise z, il divise u : u = Sw.
d) 22 = 10w(625w* + 250u%v? + 5vY) = S0w(125w* +
50u2v? +vH).

e) Les deux facteurs de z°, 50w et 125w* + 50u?v? + v*

sont premiers entre eux.

f) Donc : 50w = @, 125w* + 50u®v? + v* = b°.

g) Donc : 125w + 50u?v? + v* = (V2 + 25w?)? — 500w? =
u? — 52 avec u = vZ + 25w2, t = 10w2.

h) Donc u? — 5t> = b°. D’apres le lemme 1.4.10, il existe
m et n premiers entre eux, de parités différentes tels que
u=n+50mm? + 125nm*, r = 5n*m+50n2m3 + 25m°.

i) Donc : 5%2m(n® + 10n’m? + Sm*) = 52t = 5*2°w? =
(522w)? = (&%) = a'® = (2.

j) Donc, les deux termes de ce produit étant premiers entre
eux, on a: 5*2m = ¢, n* + 10n>m? + Sm* = d°. Bt ceci

est impossible. En effet, sinon :

17
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i. m est multiple de 5
ii. Onécrit:a =n?+5m? b=2m% a*>-5b* =’
iii. D’apreslelemme 1.4.13:a = p?+5p°¢* +125pq*,
b =5p*q + 50p*q> + 254°.
iv. 5°53%2¢(p* + 10p*>q* + 5¢*) = 58%2b = 582%m? =
(52m)? = (52 = 10
v. 5%2g et p* + 10p?¢> + 54 sont premiers entre eux
vi. Donc : 5%2¢ = w’, p* + 10p*q* + 5¢* =1°.
vii. On conclut par un argument de descente infinie
3. Si z est impair.

a) u = x+yetv = x—ysontimpairs, premiers entre eux.

b) L équation devient u(u* + 10u?v? + 5v*) = 162°.

¢) Comme 5 divise z, il divise u : u = Sw.

d) 25w(v* + 50v2w? + 125w*) = 162°.

e) 25w et v* + 50v2w? + 125w* sont premiers entre eux.

) Donc 25w = @, (v + 25w?)? — 5(10w?)? = 16D°.

g) Avec r = (v2 +25w?)/2 s = Sw?; on obtient : (r/2)* —
5(s/2)* = b°.

h) On applique le lemme 1.4.10 : il existe m et n premiers
entre eux, tels que (r + sV5)/2 = ((n + mV/5)/2)°, donc
tels que 16r = n° + 50n°m? + 125nm*, 16s = 5n*m +
50n%m3 + 25m>, 4z = n* — 5m?.

18
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i) Le reste de la démonstration est similaire a celle du cas

ol z est impair.

19



Chapitre 2

Corps cyclotomique et notion de
regularité

2.1 Introduction

2in/3 = (1 — iv/3)/2, on trouve immédiatement

Sionnote &3 = e
en développant les facteurs que : x> +y® = (x + y)(x +&y)(x + §32y).
Cela se généralise et le point de départ de 1’approche suivie par
Kummer est 1’égalité suivante que nous démontrons plus tard : pour

2in/l

un nombre premier impair /, & = e étant une racine /-ieme de

l,ona:

Ayt = o HENE+EY) .+ Ey)
Nous présentons ici les propriétés des extensions cyclotomiques
de degré premier : Q(&;). Ce chapitre repose sur les définitions
données dans les appendices A.1, A.3, A.4 et A.5 qui donnent une

présentation élémentaire de la théorie des nombres algébriques.

20
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2.2 Définitions et notations

Definition 2.2.1. Soit | un nombre premier supérieur a deux. Le

[-éme corps cyclotomique est [’extension K = Q(¢), on & = 27/}

une racine l-ieme de 'unité. Le [-éme polynome cyclotomique est
OX)=X"T4+ X2+ 4 X+1

Lemme 2.2.2. X' — 1 = (X — 1)®;(X)

Démonstration. On développe. O
Lemme 2.2.3. ¢ est solution de ®;(X) =0

Démonstration. Cela découle de 2.2.2 et de ce que & # 1 ]
Lemme 2.2.4. &' est solution de ®;(X) =0 pouri=1,...,1-1

Démonstration. Puisque i est premier avec [/, considérés modulo
I, les ensembles, {0,1,2,...,1 — 1} et {0,4,2i,...,(I — 1)i} sont
identiques. On a donc :

G O AL
D 4 gi0=2) oy £1O) = @)

(e}
Il

Lemme 2.2.5.

-1
OX) = X-HX-&)...(x - =] [x-£H
k=1
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Démonstration. On connait le degré : [ — 1 et autant de racines de
@;. O

Proposition 2.2.6.

xly! (x+y)(x +ENx+EY) .. (x+£7y)

Démonstration. On a :
I-1
X'-1 = (X-D&X)=x-D][(x-¢£
k=1

On pose dans cette équation : X = —x/y. Et on réduit au méme

dénominateur. ]

Lemme 2.2.7. Critére d’Eisenstein. Soit f € Z[X] un polynéme
unitaire donné par f(X) = X" + ful 1 X" '+ + fiX + fo, si ] est
un nombre premier qui divise les coefficients a;, si 1> ne divise pas

ag, alors f(X) est irréductible

Démonstration. 1. Supposons que f est un polyndme réduc-
tible; alors f(X) = g(X)h(X) avec g, h € Q[X], g, h étant de

coefficient dominant 1,

2. g,h € Z[X] : les racines de g et h sont parmi celles de f,
donc sont entieres sur Z. Les coefficients de g et & sont des
combinaisons de ces racines. Ils sont dans Q et entiers sur Z :

ils sont dans Z.
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3. Dans(Z/IZ)[X]: f(X) = X".Onpeut donc écrire : g(X) = X',
h(X) = X/ avec i + j = n. gy et hy sont nuls ou divisibles par
[; si I’'un des deux est nul; il en est de méme de leur produit

fo; ce qui est exclus ; donc [ divise go et ho mais /% ne divise

pas fo = goho.

Lemme 2.2.8. ®;(X) est irréductible.

Démonstration. SoitY = X — 1. On écrit :
-1 o
O X) = X'-D/X-D=+1)-D/y=y"+) i
j=1

Les coefficients C}; sont multiples de /, le terme constant C117 =1

n’est pas divsible par /2. On applique le critere d’Eisenstein. O

2.3 Corps cyclotomique

Lemme 2.3.1. [K : Q] est une extension Galoisienne cyclique.
Son groupe de Galois est : Gal(K : Q) = {o1,0%,...,07-1) ou
oy (§) = &

Démonstration. Le degré de K sur Q est [ — 1. Les o; consti-
tuent (/ — 1) isomorphismes différents. De plus, pour tout p pre-
mier avec [, on a I’égalité entre ensembles :{o,07,...,05-1)} =
{0p, 0% ....ob1)}. Done Gal(K : Q)) est cyclique. O
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Definition 2.3.2. A rout @ € K, on associe e
1. sanorme : N(a) = Hﬁ;} oi(a)
2. satrace : T(w) = Zf.;{ oi(a).
Notation 2.3.3. Dans ce qui suit :
1. Ok I’anneau des entiers de K (cf. chapites A.3).
2. 21=1-¢&
3 m=(1-1)/2.

Lemme 2.34. Ona:

1. N@&) =1,

2. NQ) =1,

3. T(E) =~1pour1 <j<I-1,

4. T(1)=1-1,

5. T =1,

6. T(ap+ar1é + -+ aj272) = lag — (ap + ay + - - - + a;_»)

Démonstration. 1. N(&) = &2 .. 71 = ghv2r+(=h) = glU=072 -
10-1D/2 — 1

2. Ona: N =[1ZI0-¢€)=d(1) =1

3. La trace de & est la somme des racines du polynome @;(x);
c’est 'opposé du coefficient de x dans ce polyndme. Donc :
T(&)=-1pourl <j<I-1.

4. T() =Y o() =1-1.
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Chapitre 2 Corps cyclotomique et notion de régularité

50T =T(H)-TE =1-1-(-1)=1L
6. On développe :

1—2)

T(ap + aié + -+ + qjo& aoT(1) + arT(€) + -+ + ai2T(¢'7%))

lag— (ag+ a1 + -+ aj—2)

O
Lemme 2.3.5. A est premier.

Démonstration. N(1) =1 O

2.4 Entiers cyclotomiques

Definition 2.4.1. Z(¢) est I’ensemble {ag + a1& + - + aj_2€72 |
a; € Z}
Lemme 2.4.2. Si a € Ok, alors T(a) € Z.

Démonstration. On aune équation: 0 = bg+bja+---+b,_ 1!

a". EtT(@) = —=b,,_1. O
Lemme 2.4.3. 10x N Z=1Z

Démonstration. 1. Il est clair que Z(¢) C Ok.
2. D’aprés 4.1.2,1 € A0k, donc IZ C A0k (" Z.
3. Soita € A0k (2.
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4. Commea € A0k,a = Ab,b € Z(¢). Alors N(a) = N(A)N(b) =
IN(b) et N(b) € Z.
5. Comme a € Z, N(a) = a*~ .

6. Donc a'~! = IN(b)eta € IZ

|
Lemme 2.4.4. Pour tout @ € Ok, T(ad) € IZ
Démonstration. 1. T(ad) € A0k par définition de la trace.
2. T(ad) € Z.
3. On applique le lemme 2.4.3
|

Théoreme 2.4.5. Z(¢) = Ok

Démonstration. 1. Soita =ap+a1é+--- + al_gfl_z € Ok

2. Les coefficients a; € Qj; il faut montrer qu’ils sont entiers.

3.0naad=ag(l —&)+a—-1(E &)+ +ao(E2 + &7

4. Lafonction trace est additive. Avec 2.3.4, on obtient : T(a ) =
apl.

5. De 2.4.4, on déduit que lag € I[Z. Donc ag € Z.

6. Ona: &' = €71 Donce (a—ap)é ™! = aj+asé+ - +aj2&3 €
Ok.

7. On lui applique le méme raisonnement et on conclut que
a; € Z.

8. On itere le procédé.
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2.5 Nombres premiers réguliers

Definition 2.5.1. Un nombre premier | est régulier si il y est vérifié
la condition suivante : soient a et b deux idéaux de Og = Q(&;); si
leur produit est une puissance l-iéme : ab = ¢!, et s’ils sont premiers
entre eux : (a,b) = 1, alors chacun d’eux est une puissance l-iéme :

azkletb:gl.

Lemme 2.5.2. Un nombre premier [ est régulier si il seulement si il

ne divise pas h(K).
Démonstration. Immédiate. O

Lemme 2.5.3. Un nombre premier | est régulier si il seulement
lorsque pour tout ideal I de Ok, si I' est principal, alors I est

principal.

Démonstration. Immédiate. ]
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Chapitre 3

Premier résultat de Kummer sur
le grand théoreme de Fermat

3.1 Introduction

Soit / un nombre premier supérieur a 2.

Definition 3.1.1. On appelle premier cas du théoréme de Fermat,
la proposition suivante : il n’existe pas d’entiers x, y, z tels que
x! +yh + 71 = 0, I ne divise pas xyz.

On appelle second cas du théoréme de Fermat, la proposition
suivante : il n’existe pas d’entiers x, y, z tels que x' + y' + 2/ =0, 1

divise xyz.

Notation 3.1.2. Dans ce qui suit, nous utilisons, issues du chapitre

précédent 2 sur les corps cyclotomiques, les notations suivantes :

1. & = &*7/! est une racine l-iéme de I'unité.
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2. Le corps cyclotomique K est ’extension Q[£]. Elle est degré
-1

3. Ok est anneau des entiers de K ; c’est Z[&r].

4. N est la norme dans K

5. Poury € K, (y) est I’idéal fractionnaire engendré par vy.

Nous utilisons, issues de ce méme chapitre les définitions et ré-
sultats suivants :

1. Le nombre de classes h(K) est I’indice du sous-groupe des

idéaux premiers dans le groupe de tous les idéaux de K.

2. Un nombre premier est régulier si, lorsque le produit de deux
idéaux a et b de Ok, premiers entre eux, est une puissance
l-iéme : ab = ¢/, alors chacun d’eux est une puissance /-i¢me :
a = « et b = ¢/. Un nombre premier [ est régulier si il

seulement si il ne divise pas h(K).
3. 1 =1— ¢ estun nombre premier de Ok de norme /.
4. 1 + £ est une unité.
Nous considérons les deux conditions :
1. A(l) : [ est un nombre premier régulier

2. B(I) : toute unité de Ok qui est congrue a un nombre entier

modulo / est une puissance /-ieme.

Nous allons montrer dans ce chapitre que :

Théoreme 3.1.3. A(l) et B(l) impliquent le théoréme de Fermat pour
L.
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Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposons que A(l) et B(l)

sont vérifiées.

3.2 Premier cas

Théoreme 3.2.1. Sion aA(l) et B(l), I’équation xl+ yl +7l=0na
pas de solution dans laquelle x, y et 7 sont premiers entre eux et |

ne divise pas xyz.
La démonstration est basée sur les points suivants.

1. (x + &%) et (x + & y) sont premiers entre eux dans Og

Démonstration.  a) Soit a un idéal de Ok qui est diviseur

communde (x + &'y) et (x +&y)

b) a divise (&7 — &)y = (x + &'y) — (x + €/y). Donc N(a)
divise N(&/ — EDN(y) = Iy}

) adivise (1 — &7 )x = (x + &y) — €77 (x + &€y). Donc
N(a) divise N(1 = &~/ )N(x) = Ix!7!

d) N(a) =1:sinon N(a) diviserait x et y.

e) Comme a divise x+&%y, N(a) divise N(x +&'y)(x+y) =
xb+yl

f) Donc [ divise 7z

g) Donc [ divise z. Contradiction.

O

2. Tl existe @ € Ok et une unité v tels que x + &y = va'. Cela

vient du lemme précédent et de la condition A(/).

30



Chapitre 3 Premier résultat de Kummer sur le grand théoréme de

Fermat

3. Tlexiste k tel que : x&7% + y&!=% — x&k — y&ek=1 =0 (mod 1)

Démonstration.  a) On vient de voir qu’il existe @ € Ok et

une unité v tels que x + £y = val.

b) Il existe a € Z and B € Ok tel que ! — a = I8 d’apres
4.1.3.

c) Il existe r € R Ok et k € Z tels que v = r&* d’apres
4.1.5.

d) Donc x + &y = (réf)(a + 1B8) et (x + £y)EF = r(a +1B)

e) En prenant le conjugué (x + £71y)éX = r(a + [B) et en
faisant la différence, on obtient : x&™% + y&l=* — xgk —

v = ri(B - B)

4. Le nombre k est différent de O et de 1 modulo /

Démonstration.  a) Sik =0 (mod [), alors en développant

la congruence précédente : x¢& K + y&17k — xgk —yek-1 =
0 (mod /), on trouve : y(¢ — &7') = 0 (mod I), soit
y(E-¢" =16

b) Onpeutécrire, y(§ =¢7") = y£(1-£%) = y&(1-£)(1+)

¢) Lanorme est multiplicative,donc N(y)N(£)N(1-¢)N(1+
&) = N()N(0)

d) On saitque A = 1 + £ est une unité, donc N(1 + &) = 1.

e) Onen déduit que : y'~! x 1 x1 = I'"IN(6) et que I divise

y; ce qui n’est pas.
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f) On utilise exactement le méme argument si k = 1
(mod 1)

O

5. Le nombre k est tel que deux parmi {k, -k, 1 —k,—1 + k} sont

congrus modulo /.

Démonstration. a) Ona:

xER 4yt k —xEk e = Iy aveey € Ok

X . Y. X Y o
7§k+7§1k—7§k—7§k1 = y€eOk

b) Rappelons que : {1,&, &2 ..., &2} est une base de Og
sur Z,

¢) Sitousles exposants {k, —k, 1 —k, —1+k} sont différents
modulo /, alors x/I € Z. Ce qui n’est pas.

O

6. Le nombre k est tel que 2k — 1 = (mod /) : on examine tous
les cas, il y en a 6, 4 sont impossibles, les deux autres se
réduisent a 2k — 1 = (mod ).

7. [ divise x — y
Démonstration. Avec k défini précédemment, on a :
a) On peut écrire :
lyeh = x +yé —x& =yl = x4 ye - xt' -y =
(x=y)(1-¢)
b) Mais N(Iy&%) = "IN (y).
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¢) EtN((x = y)(1 = &) = N(x = y)N(1 = &) = (x — )71
d) Donc I""'N(y) = (x — y)!" et [ divise x — y.

8. I divise x — z. Par symétrie de ’équation x’ + y! + z/ = 0.

9. I = 3 : on développe, en tenant compte des résultats précé-
dents: 0= x'+y + 7/ = xl + (x + al)l + (x + bI)} = 3x! + cl;
comme / est premier avec x, ceci n’est possible que si [ = 3.

10. x® + y3 + 23 = 0 n’a pas de solutions telles / ne divise pas
xyz. En effet, les cubes de nombres premiers avec 3 valent +1

modulo 3.

3.3 Second cas

Nous supposons que / divise xyz.

Lemme 3.3.1. Tout entier algébrique @ € Ok est congru modulo A

a un entier a € Z.

Démonstration.

-1 - -1

@ = YaE =) a(l-)'=) a (mod2)

i=0

—_

I
(=)

i= i

Lemme 3.3.2. (a + & 8)/(a + & B) est une unité.
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Démonstration. On prend la norme. O

Nous allons monter que I’assertion suivante est fausse, puis qu’elle
est impliquée par une éventuelle solution du second cas du théoréme

de Fermat :

Hypothese 3.3.3. L’équation :

a une solution telle que (a) m > 0, (b) y est premier avec A, (c) v
une unité de Ok.

Nous supposons dans les lemmes qui suivent que 3.3.3 est vérifiée.

Lemme 3.3.4. On peut se ramener au cas ou :
1. Pouri> 0, a + £'B est divisible par A, pas par A*.

2. a + B est divisible par A"m=1+1

Démonstration. 1. I’équation de I’hypothese 3.3.3 s’écrit :
I-1 _
[ [@+ép =amvy
i=0
Comme A est premier, un des (« + &) est divisible par A.

Donc, d’aprés 3.3.2, tous les (a + £/8) sont divisibles par A .

2. Deux des (@ + £8) ne sont pas égaux modulo A%. Sinon
’égalité (o + &) — (@ + &/ B) = A%y implique £ B(1 - &/77) =
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A2y, implique &8 = (1-&)>(1-&77) 7y, implique &8 = Avy
ce qui est impossible parce que &' est premier avec A.

3. Donc deux des (a + £78)/A ne sont pas égaux modulo A.

4. Comme N(1) = 1, les (a + & 8)/ A forment un ensemble com-

plet de résidus modulo A.

5. Un seul d’entre eux (a + &'8)/A est congru 4 0 modulo A;
alors (@ + &) est congru 4 0 modulo A2. On peut supposer
pour la suite que c’est a + . Alors, pour i > 0, (a + &'f3) est
multiple de A mais pas de 12,

6. On écrit, 0; et A étant premiers entre eux,

-1
(@+B)| Je+ép) = A"y
i=1
-1
o [ [oia = amvy!
i=1

On égalise les coefficients de A. On trouve que po+/—1 = Im.

Soitque: pg=Il(m—-1)+1

Lemme 3.3.5. m > 1

Démonstration. Evidente dans la démonstration du lemme précé-
dent : m = 0 implique que le facteur pg est négatif; or il est plus
grand que 2. O
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Lemme 3.3.6. On note m l'idéal de Ok engendré par par «a et .

Pour 0 <i <1 -1, il existe des idéaux g; tels que :
1. g; est premier avec (1)
2. Pouri >0, (a + & B) = (A)mg;.
3. (@ +B) = ()" gy

Démonstration. C’est 3.3.4, avec mg; = (6;) O
Lemme 3.3.7. Les idéaux g; de 3.3.6 sont premiers entre eux.

Démonstration. 1. Si g; = qu; et g; = qu;, alors (a) @ + €' =
ATipi, avec T; € qm, p; € 1;, et (b) a + &/ = ATjpj, avec
Ti € qm, p; €715,

2. On résout :

A
B = gi_fj(Tipi_ijj)

1 . »
a = f,-_gj(TiPié" - 7ipi&)

3. Comme A/(£" — &) est une unité, gm divise a et S, alors que

m est leur pged. g est est une unité.

Lemme 3.3.8. Il existe un idéal entier a; tel que : g; = a;

Démonstration. 1. Ona,entermesd’ideaux : m‘(2)"™qq ... q;_1 =

(D) (y)!; donc, en simplifiant : mlgy ... g1 = L.
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2. Les g; sont premiers entre eux. D’apres A(l) : [ est régulier et
pour tout j, il existe un idéal a; tel que g; = aj..
]

Lemme 3.3.9. [l existe &', ', y’ € Ok, premiers avec A et des unités

u et k tels que :
a/l _ /.1,8’1 — K/ll(m_])’}/,l

Démonstration. 1. En développant 3.3.6 avec 3.3.8, on obtient
les égalités : (a + B) = (/l)l(m_l)“aé et (@ +&/B) = (/l)aj.. On
peut donc écrire en termes d’idéaux fractionnaires : (¢ +&/ ) =
(@ + B D(aja5").

2. Les idéaux g;g, ! sont principaux : en effet leur puissance I-
eme est principale (équation ci-dessus) et d’apres la condition
A(l), [ est premier avec le nombres des classes de O .

3. Puisque les idéaux g; sont principaux et premiers avec A,
on a: g;8;" = (aj/B;j), ol a; et B; ne sont pas divisibles
par 4 . Dol : (o + &/B) = (a + B)A7'"D(a;/B;)v; pour

1 <j <I-1,o0uv; estune unité.

4. Légalité £(a + B) = (a + £B)(1 + &) — (a + £2B) devient

fa+p) = (a+palmD ((ﬂwl +6) - (2w,
B i)

En divisant par a + 3, en multipliant par (3;3,)! /"D et en
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divisant par v,, on obtient :

(a’lﬁZ)IM

—(@p)| = ﬂl(m_l)(ﬁlﬂz)lé
V2

5. Onpose @’ = a1f2, B = @21,y = B1B2, p = vi(l +&)/v2,
k =&/vy. Onaalors @’ — upB’t = kAHm=1y1

6. u et k sont des unités puisque vy, v» et 1 + v sont des unités.

7. a’ B’,y’ sont premiers avec A par construction.

Lemme 3.3.10. i existe une unité v telle que u = v'.
Démonstration. 1. D’apres le lemme précédent : a”’ — up’" = 0
mod A",

2. Comme B’ et A’ sont premiers dans Ok, il existe B8 tel
que 8’8” = 1 (mod A"). En multipliant par 8"/, on obtient :
(@'B”) — =0 (mod A).

3. D’apres 3.3.1, il existe a € Z tel que —a’B” = a (mod A).

4. Alors(—a’B”) = a' (mod A%).Soitu = a' (mod A%). Comme
I divise A, u = a!' (mod 1).

5. La condition B(I) implique qu’il existe v tel que p = v'.

Lemme 3.3.11.

a/l + (—Vﬁ>l — Kﬂl(m_l)’yl
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Démonstration. Evidente. m]

Théoreme 3.3.12. Si A(l) et B(l), I’équation o' + B! = A"vy! n’a
pas de solution (a, B,7y) dans Ok avec une unité v et y premier avec
A

Démonstration. Avec la succession des lemmes précédents, une
équation du type : o! + B! = A"vy! implique une équation du
type : ! + B! = 1m=Dyy! On arrive ainsi 2 une solution de I’équa-
tion de I’hypotheése 3.3.3 dans laquelle m = 0; ce qui est impossible
d’apres 3.3.5. O

Théoreme 3.3.13. Si A(l) et B(l), I’équation x' +y' = 7' n’a pas de

solution ou [ divise z.

Démonstration. 1. Soit (x, y, z) tels que x' + y! = 7! et I divise
Z.
2. Onécrit : z = [¥zp avec (1, z9) = 1
3. Ona:l=A"1uavec N(u) = 1
4. Soit : x! + y! = ((/ll_lu)kzo)l-
5. Soit : x! + y! = /llmvzé avecm=k(l-1)etN(yv)=1.
6. Et on a une solution de I’équation o/ + B! = A"™vy!.

O

Théoreme 3.3.14. Si A(l) et B(l) I’équation X+ y +7Zl=0n ‘a pas
de solution dans laquelle x, y et z sont premiers entre eux et | ne

divise pas xyz.
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3.4 Le théoréme de Fermat pour les nombres

premiers réguliers

Théoreme 3.4.1. Si A(l) et B(l), alors I’équation x' + y* + 7/ = 0

n’a pas de solution.

Démonstration. Conséquence de 3.2.1 et 3.3.14 O
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Arithmétique cyclotomique

Soit K le [-eme corps cyclotomique.

4.1 Unités

Lemme 4.1.1. (1 — £X)/(1 — &) est une unité de Og
Démonstration. 1. (1=&5)/(1=&)séerit 1 + &+ &2+ -+ &0,
donc est dans Og.

2. Il existe a et b tels que ak + bp = 1.

(1-6)/1 =&y = (1 -&*Pry 1 - &Fy
(1—€%)/(1-¢5

1+&k+ 8% 4. pgaDhkegp

Donc (1 - ¢)/(1 - &*) € Ok
3. (1 = &%)/(1 = &) et son inverse appartiennent a Og. Ce sont

des unités.
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Lemme 4.1.2. [/A'"" est une unité.

Démonstration. D’apres 2.3.4 : N(1) = [, et la définition de A :
A=1-¢&ona:

L = N
At Hf;}l_f i=1 1-¢

4

O

Lemme 4.1.3. Pour @ € Ok il existe un entier a € 7Z tel que | divise

a/l—a.

Démonstration. 1. Comme N(1) = I, A est premier dans Ok.
De plus, Ok /A0k est isomorphe a Z/I1Z. 1l existe donc b €
{0,1,...,1—1} tel que A divise a — b.

2. On écrit of — b = Hf{;lo(a/ — &5b). On écrit : a — &5b =
a—b+(1-&)b. Mais: 1 -&F=(1-¢)((1-£5/(1-9)
et (1 —&%)/(1 — £)) est une unité.

3. Donc A divise chaque & — ¢*b. Donc I qui divise A/~ divise
o' — b'. Et le résultat avec a = b'.

O

Lemme 4.1.4. Soit g € Z[X] un polynéme unitaire dont les racines

dans C sont de norme 1. Alors ces racines sont des racines de [’unité.
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Démonstration. 1. Soit @; les racines de g Soit gx(X) = [[;(X -
af)
2. Alors gi(X) € Z[X] parce que ses racines sont permutées par
leso;. Ona: gu(X)=X"+a,_1 X'+ +a.

3. Les coeflicients a; sont bornés : ce sont les polynomes symé-
triques en les racines a/ et |a/ | = 1. Il y a un nombre fini
de polyndomes de méme degre et a coefficients bornés. Donc
gk = gn pour des entiers k < h.

4. Donc il existe une permutation des racines o telle que a/j’? =
<T(1) On a alors : a](.kz) (a/k)k (aa(]))k = (a/(ro))h =
ho_ (1)
(ao.zu-)) = a’o.z(/-)
5. Mais o estd’ordre finio. Ona: a/](ko aj(hu) soit: a/](ho) ) =
1
O

Lemme 4.1.5. Si u est une unité de Ok, alors u = rfk our € Ret
keZ

Démonstration. 1. Ona:oj(é) = &l (&) = 01-j(é), oj(a) =
oy-j(a) pour @ € Ok.
2. On pose : u; = oj(u); c’est aussi une unité. On a : N(u) =
wiuy .. up—1 = (i) (upug—y) . ... Mais uju;—; = wju; =
lu;|> > 0.....Donc N(u) > 0 et N(u) = 1.
3. En tant que division de deux unités, u;/u;_; est une unité. On

en prend la norme : |uj/ul_j|2 = (ujur—j)/(uju—j) = 1.
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4. Le polynéme ﬁ_:l] (X — uj/u;_;) est dans Z(x) et toutes ses
racines sont de module 1. D’apres 4.1.4, ce sont des racines
de I'unité : u/u;_; = &"

5. I étant impair, h ou h + [ est pair. Si & est pair, on pose
h = 2k. Si h + [ est pair, on pose h + [ = 2k. On peut écrire :
uyfup-y = E*

6. On a dans tous les cas : u1&7% = u;_1£%. Les deux sont conju-
gués. Donc réels.

O

Notation 4.1.6. Dans toute la suite, on note (€, . . ., € ) un systéme
d’unités fondamentales de K. D’apreés 4.1.5, on peut les supposer
toutes positives. D’apreés le théoréeme des unités (A.5.2), ona : r =

m—1.

Definition 4.1.7. Le régulateur R est le volume du parallélotope
(de dimension (m — 1) engendré dans R™ par les images des unités

€ par le plongement logarithmique L. 1l est donné par :

log | (€1)| loglo(e)l ... logloi(en-1)l
R = om-l log|oz(er)]  logloa(e)l ... logloa(en-1)l
log|om-1(e1)| loglom-1(e)l ... log|om-1(€n-1)
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4.2 Décomposition des idéaux premiers,
discriminant et ramification

Lemme 4.2.1. Avec m = (I — 1)/2, le discriminant de K est donné
par D = (=)

Démonstration. On considere labase 1, ¢, . .. ,51—2. On considére le
groupe de Galois sous la forme o,...,07-1. Ou oy est défini par
o) =& 0Ona:

o) o) ... (1)
o1(€) (&) ... o-1(é)

1) oE?) L o E)

1 | I 1
62 64 52(1—2)
62(1—1) 54(1—1) . §2(l—2)(l—1)
= || @-e= [] &a-£)
1<i<j<I-1 1<i<j<I-1
: &[] a-97 =7
1<i<j<I-1 1<i<j<l-1

Lemme 4.2.2. p se ramifie dans Ok si et seulement si il divise |
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Démonstration. D’aprés A.3.33, p se ramifie dans Ok si et seule-
ment si il divise D = (=1)"]"1, O

Lemme 4.2.3. En termes d’idéaux, on a : 10g = ()7 .
Démonstration. D’apres 4.1.2 O

Lemme 4.2.4. Soit p premier avec l. Le résidu modulo p de ®;(X)

n’a pas de racines doubles dans Fp,.

Démonstration. Soit H(X) = X'=1.0naH'(X) = IX" ' et pH(X)-
XH'(X) = [. Comme [ est inversible dans F,,, H(X) et H'(X) y sont
premiers entre eux, n’y ont pas de racines communes, et H(X) n’y a

pas de racines doubles. Or @; divise H. O
Lemme 4.2.5. Si ‘B ne divise pas I, alors N() = 1 (mod ).

Démonstration. Soit p qui est au dessus . On a vu que X —1na
pas de racines doubles dans IF,, : les  racines LE ..., gﬁ sont deux
a deux distinctes. Elles forment un sous groupe multiplicatif de F,.
Celui-ci est d’ordre N() — 1. Donc [ divise N(P) — 1. O

Definition 4.2.6. Soit p premier avec l. L’exposant de p modulo |
est le plus petit nombre naturel f, > 0 tel que p» =1 mod [. Il est
clair que f,, divise (I - 1). Soit g, = (I = 1)/ f».

Lemme 4.2.7. Soit p premier avec . Alors, p a g, diviseurs pre-
miers. Ona pOg = P1Py... P, et N(By) = pr.
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Démonstration. 1. Dans Ok, onaune factorisation p = By ... P,.
Soit B un de ces diviseurs et s son degré : N(*B) = p*. D’apres
42.5,p° =1 (mod [). Donc s > f,,.

2. Chacun des p*® éléments de Ok /*P est le résidu d’un entier de

Oy de la forme

On éleve « a la puissance p» ; comme p» = 1 (mod 1),
&P = ¢ comme, pour a, B8 € Ok (a + B)P”" = a?” + pr”
(mod PB), poura € Z,on a: aP” = q (mod B). On en déduit

que
Ip
kP = k (mod B)

Donc chacun des X est une racine de X?”” dans Ok /B. Mais
dans tout corps, le nombre de racines n’exceéde pas le degré,
d’ou p* < plv.

3. Donc s = f).

4. On prend la norme de la décomposition de p :

N(p) N(B1) ... N(Py)
pitt o= plple = pth

Et le résultat puisque g, = (I — 1)/ f,.
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4.3 Unités cyclotomiques
Notation 4.3.1. Soit p = e = &,

Definition 4.3.2. Soit 1 < k < m. Une unité cyclotomique est une

unité de la forme :

R -k _ &k - my-k _ & =1
L N e (§) 6—1

m(l k)( 1)1 -k
Lemme 4.3.3. p est une racine de 1 contenue dans K.

Démonstration. (I — 1) est pair. m]

Lemme 4.3.4. Une unité cyclotomique est réelle et positive.

Démonstration.
2ikm in -k -k
eT -1 el el T —etT sin kl”
Nk = X = —7%
e —1 o T —e T sin 7

Lemme 4.3.5. Une unité est cyclotomique si et seulement si elle peut

se mettre sous la forme

6 [ T -gr
k=1
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avec 3 ni = 0.

Démonstration. 1. Ladémonstration consiste a associer un nombre

h € [l,m— 1] aun nombre k € [1,m — 1] tel que +¢* =
(mod /). Chacune de ces associations se résume a changer
une expression de signe et a la multiplier par une racine de
I'unité : si —gk = h (mod 1), on écrit 1 — ¢h = 1 — ¢4° =
—¢=9"(1-£9"):sig* = h (mod 1), on écrit 1 — & = 1 —gd*.

2. Par ailleurs ¢ = -1 (mod [); donc 1 — & = £(¢71-1) =
—&(1 — £9™). La encore, il s’agit de changer une expression

de signe et de la multiplier par une racine de I’unité

3. Soit n;, une unité cyclotomique. Elle peut s’écrire :
k m. _ :
mo= =(1-£)(1-¢1") e

4. Soit 8 un nombre cyclotomique tel que défini dans le lemme :
Ona:

[[a-om = a-pXam=(-¢"=1
k=1

Donc
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Chapitre 5

Nombre de classes de Q(&)

Le but de ce chapitre est de donner une formule pour le nombre
de classes #(K) d’un corps K = Q[£].

Nous donnons la démonstration pour Q[£]. En fait, un résultat
similaire est valide pour tout corps de nombres algébriques, et la
démonstration est a peine plus compliquée.

Soient m = (I — 1)/2 et R le régulateur de I’extension [K : Q].

Nous allons définir la fonction {x associée au corps K et montrerons

que
_ 2m=lpmy
}I_T)I}(S - 1k(s) = h(K)lmT
donc que :
m+1
hK) = mil_fﬂ(s — 1)k (s)
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Nous calculerons
lim(s — 1)k (s)
S—

Nous en déduirons que #(K) peut s’écrire :

5
S

om= 1 m=1 »
WK) = 5 02krlog|1 £17)
1 0

g (21)1m—1 [ ] lre

k=1,m—-1

a~
1l

<
1l

Les termes de cette formule sont les suivants :

1. g € Z est une racine primitive / — 1-iéme. On a ¢/~! = 1
(mod [) et ¢ # 1 (mod ) pour 1 < j < [. Modulo /, les
deux ensembles 0,1,2,...,1 -l et 1,4,¢%¢> ...,¢4" 2 sont

les mémes.

2. gsestle plus petit résidu de ¢° modulo m et F est le polyndme
F(x) = Zk -0 4s*
3. 8 € Cestune racine de 1 d’ordre / — 1.

Nous utilisons dans la démonstration les définitions et résultats

vus dans le chapitre 2 :
1. D est le discriminant de 1’extension [K : Q];

2. G estle groupe de Galois de K sur Q. Soit o un générateur de

2 -2
cegroupe.OnaG = {(LLo,o%...,02} ={l,0%,09,...,07 "}

Lemme 5.0.1. Le nombres de racines de [’unité contenues dans K

est 21.
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Démonstration. Ce sont les nombres de la forme +£%,0 < k < 1. En

in/l

posant p = ¢/™/! ce sont les nombres de la forme p*, 0 < k < 2 — 1

O

5.1 La fonction {x

Definition 5.1.1. La fonction {k est, la somme étant étendue d tous

les idéaux entiers de Ok, définie par :
Zx(s)= ) N(@)™
a
Notation 5.1.2. Soit € une classe d’idéaux de K, on note :

fels) = Y N@™

aeC

On a évidemment :

Lk (s) = Z {k,c(s)

¢

Nous allons montrer que pour toute classe d’idéaux €, on a :

pm=lpmey

lim (s = Dék.c(s) = ]
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Donc que :
lim(s - Dx(s) = hk) 22
5.2 Domaine fondamental
Pour démontrer que
lim 5~ Daels) = 22

nous allons caractériser les classes d’idéaux a 1’aide du plongement

logarithmique vu dans I’appendice sur les entiers algébriques.

Lemme 5.2.1. Soit L le plongement logarithmique de K dans R™.
Soitey, . . ., €y—1 un systéme d’unités fondamentales. SoitU = (1,...,1) €
R™, Alors {U, L(€1), . . ., L(€,-1)} constitue une base de R™.

Démonstration. Les images des unités fondamentales par le plon-
gement logarithmique, L(¢;) forment une base de {x = (x;) €
R™ | 3; x; = 0}. Le vecteur U n’appartient pas a ce sous espace,
donc I’ensemble {U, L(ey), ..., L(€,-1)} constitue une base de R™.
Tout x € R™ s’écrit de fagcon unique x = apU + a;L(e)) + -+ +

am-1L(€n-1). a

Definition 5.2.2. Le domaine fondamental de K est ’ensemble

X c C™ constitué des éléments : 7 = (z1,...,7m) C C" tels que

]. N(Z) = n:ri] Zi ;t()
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2. SiL(z) = yoU + Z;’;l viL(€) alors 0 < y; < 1 pour 0 <i <

m.
3. 0<Arg(z1)<n/l.Ona:
Lemme 5.2.3. X est un cone de C™.
Démonstration. 11 faut montrer que si z € X, si a € R*, alors
az € X.
1. N(az) =a™N(z) #0.
2. L(az) = (loga)U + L(z).

3. L’argument de la premicre composante de az et celui de z sont

les mémes.

O

Lemme 5.2.4. Tout 7 = (z1,...,2m) € C™ s’écrit de facon unique

z=x+ L(v)ou x € X et v est une unité de K.

Démonstration. EXxistence et unicité.

1. Existence. Soit k tel que I’argument de z; vérifie 0 < Arg(z;)—
krn/l < m/l. On écrit :

L(z) = yoU+yiL(er)+ -+ ym-1L(en-1)

Pour 0 < j < m—1, on pose y; = kj +1t; avec k; € Z et

tj € [0, 1]. On écrit que :
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Soit x = z&7*. Alors x € X. En effet L(x) = L(z) + L(¢7%) =
yoU+t1L(€1)+- - -+t—1L(en-1) et Arg(x)) = Arg(z1)—kn /L.

2. Unicité. Ona L(¢¥) = (log|a1(€X)), . . ., log lowm(£X)]) = (0, ..., 0).
Six+ L(v)=x"+ L(v'), alors :

L(x) = toU+t1L(e)+ -+ tm-1L(€n-1)
L(x") = t)U+t]L(er)+--+a,,_L(en-1)
L(v) = kiL(e))+ -+ km-1 L(€n-1)
L(v') = kiL(e)+---+k),_,L(€n1)

Les k; sont entiers. Les #; sont réels, positifs, inférieurs a 1. On
adonc L(v) = L(v"). Donc v/v’ est une racine des 2/ racines
de 1. En comparant les coeflicients de la composante de L(e;),
1y =t + kn/l. Et ceci n’est possible que si k = 0.

O

Lemme 5.2.5. Pour tout @ € Ok, il existe un unique B € Ok et une
unité v, tels que a = Bv et L(B) € X.

Démonstration. 1. On écrit L(a) = z + L(v) avec une unité v et
zeX

2. Onpose 8 = a/v.

3.0nal(B)=La)-Lv)=z€X
O

Lemme 5.2.6. Soit v une unité et S C C™. Alors u(S) = u(L(v)S).
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Démonstration. Le déterminant de 1’application y — L(x)y est égal
a la norme de x pour tout x € Og. O

Notation 5.2.7. On note
1. T c X c C™ ’ensemble des x tels que N(x) < 1.
2. Ty = L(pM)T, pour 0 < k <1-1.

3. 'V, la réunion des Ty.
Lemme 5.2.8. Les ensembles Ty sont disjoints.

Démonstration. Lamultiplication par L(p*) conserve la norme. Elle
ne change que le terme ap dans I’expression d’un élément de C™
sur la base (U, L(¢;)). Elle ajoute kx/l a I’argument de la premicre

composante. m|
Lemme 5.2.9. u(V) = (20) x wu(T)

Démonstration. Pour chaque k,on a: u(T) = u(Ty) etil y a deux 21/

valeurs possibles de k. O

Lemme 5.2.10. V est I’ensemble des x € C™ tels que L(x) =
aoU + a1 L(e1) + . .. amL(€y) avec avec 0 < a; < 1 pouri > 0, et
0 <log(N(x) < 1.

Démonstration. Lemmes précédents. O

Lemme 5.2.11. Soit R le régulateur de K. Alors : u(V) = n"R.
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Démonstration. Par définition, R est le volume du parallelotope
engendré dans R™par les L(¢;), 1 < i < m — 1. On considére le
changement de variable (x;, y;) — (pi, 8;). Les conditions sur V de-
viennent 0 < p; < 1et0 < 6; < 2x. Le Jacobien de ce changement

de variable est R/(01..0m)

2 2
wvy = [ oo [T, / p10p .. / Prdpm
= / aé‘:l / c')fm =7 9{
0
]
Lemme 5.2.12.
"R
T
uT) = —-—
Démonstration. Lemmes précédents. O

5.3 Nombre de classes de K

Lemme 5.3.1. Soit € une classes d’idéaux. Soit b dans €.

kels) = NOY > IN@[™

(@)
a=0 (mod b)

Démonstration. Pour tout a € €, ab est principal : ab = (@). Il y a

bijection entre les éléments de € et les entiers non associés (i.e. a
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une unité prés) de Ok tels que @ € b. On a de plus [N(«@)| = N(ab).
La sommation est prise sur les entiers non associés de Og. D’ou le

résultat.

kels) = D N@™=NO' > IN@™
nee a=0 (((trzlod D)

O
Lemme 5.3.2. Soit My,  RI™! I’image par le plongement canonique

C de I’ensemble des entiers @ € Ok divisibles par b. Le volume du
parallélépipéde fondamental de My, est donné par
lm

W, = z—mN(b)

Démonstration. Découledelavaleurde®:D =['"letde A4.8. O

Lemme 5.3.3. Ona:

fkels) = NOF > IN@I™

xXEM, ﬂX

Démonstration. Pour (o) € Ok, a = 0 (mod b), il existe x €
My X tel que x = C(a), ou X est le domaine fondamental vu
plus haut. Deux entiers sont associés si et seulement s’il leur corres-
pond le méme élément x. Alors, comme N(a) = N(C(@)), on a le
résultat. m]
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Lemme 5.3.4. Ona

lirrll+(s -1(s) =1

Démonstration. Un des premiers résultats de la théorie de la fonction

4 O
Lemme 5.3.5. Pour toute classe d’idéaux €, on a :

_ 2mlpmy
Jim (s = Dék.c(s) = e

Démonstration. On utilise le théoréme 5.6.1, donné en appendice,

dans lequel
1. le cone X est le domaine fondamental.

2. lafonction f est donnée par f(x) = [N(x)|™*. D’apres 5.2.12,
I’ensemble T des éléments de norme < 1 est de volume est
V =a"mR/Q21).

3. le réseau est My. D’apres 5.3.2, le volume de son parallélépi-
pede est donné par Wy = N(b)I™ /2™,
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Ona:

Sli)rrllJr(s—l)N(b)S Z IN(x)|™*

xX€eMy ﬂX

lim (s = Ddk.c(s)

= N(b)sli)rrll+(s—l) Z IN(x)|™*

XGMth
\%
= N(b)—
©)-
™R N(b)I™
= N(O
(b) T / o
21 R
= lm+l
Théoreme 5.3.6.
lm+1
hK) = ————lim(s — D¢k (s)

2m—lﬂ-m§R s—1

Démonstration. Découle de 5.3.5.

5.4 Fonction (x et fonctions L

Le but de cette section est d’expliciter

lim(s — 1){k(s)
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5.4.1 Décomposition

Lemme 5.4.1.

1
Lk (s) = lj T-N@~

Démonstration. La méme que pour la fonction £, la norme étant
multiplicative, les idéaux premiers engendrant les idéaux entiers de
o0 K- O

Lemme 5.4.2.

]—[(1 —NE@) ) =1-1"F

el

Démonstration. D’aprés 4.1.2, 4 = 1§ est le seul diviseur premier
deletN(A) =1. m]

Lemme 5.4.3. Si p ne divise pas |,
[Ta-nwy= = (1-p7)"
$Blp

Démonstration. Soit P est un des diviseurs de p. D’apres 4.2.7,
N(P) = p ou Jp est I’'exposant de p modulo [ et il existe g, =
(I = 1)/ f, tels diviseurs. O

62



Chapitre 5 Nombre de classes de Q(£)

5.4.2 Fonctions L

Definition 5.4.4. A un caractére modulo , x , on associe la fonction
L,:

xn)

LX(S) = ns

n>1

Lemme 5.4.5. Si xy # xo, L, converge pour R(s) > 0. En particu-

lier pour s = 1.
Démonstration. Découle de la formule sommatoire d’Abel. O

Lemme 5.4.6.

-2 1
L)((S) = !:([—1—,\((1)1‘5

Démonstration. Méme démonstration que pour ¢. O

Lemme 5.4.7. Ona:

Ly(s) = (1-17)4(s)
Démonstration. Définition de yy. O

Lemme 5.4.8. Soit p premier avec l; ona :
-2

1\ By
(m) = H(I—XJ(P)Z )

Jj=0
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Démonstration. Pour tout caractére y, y(p) est une racine d’ordre
fpdel: x(p)= €. Réciproquement, pour toute racine €, il existe
et un seul caractére y tel que y(p) = 1. Donc lorsque y parcourt
les caractéres, y(p) parcourt les racines e k=01,..., - L

Chacune des racines est obtenue g, = (p — 1)/ fr fois.

fp-l
1= = [Ja-&p
k=0
ﬁ)_l -2
[Ja-ép=pr = []a-xei™
k=0 j=0
O
Théoreme 5.4.9.
x(s) = L) [ ] Lets)
XFX0
Démonstration. 1. Par définition :
e = | 3= Nl(ﬂ)—s =] |- Nl(ﬁ)—s []]5= NI(B)—S
Q L p#l Blp

2. D’apres 5.4.2,

1—[ 1 1
1-N@E)™S 1-1

|l
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3. D’apres 5.4.3, si p ne divise pas [,
1 1 &p
1;’1 EVCO (1 —p‘ff’“)
4. D’apres 5.4.8
g 1-2
(ﬁ) "= oo

5. On écrit :

1 1
Lk (s) = g U B

Théoreme 5.4.10.
-1
lim(s — 1)Zk(s) = DLX_,U)

Démonstration. On sait que limg—, (s —1){(s) = 1. On utilise 5.4.5.
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5.4.3 Valeurs des fonctions L en s = 1

Lemme 5.4.11.
1 -1
Ly() = =3 ) ml)log(l =€)
k=1

Démonstration. Onpose c,x = 1sin = x (mod [) et ¢, = 0 sinon.
Ona:

Ly(s) = D xi0 D, mt= ) @) cun™
(x,D)=1 n=x (mod l) (x,1)=1 n

Mais :

I-1

1 _

Cpy = 7 é:(x n)k

k=0

D’ou :

-1
Ly = 3 0 Vet = 3 03 1 56
! n ( k=0

x,0)=1 n

] -1
55 e i
( n =0 —
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Pours =1:
—nk1 -k
DlEm= = —log(l-£7F)
~ n
Et le résultat. ]
Lemme 5.4.12.
(X)) o L
L) = =53 Fologl -7
k=1
Démonstration.

w(x;) = x(k)r(x;)

Lemme 5.4.13. Soit k, tel que |k| < [, (k,1) = 1. Alors :

1
log(l—f_k) = log|1—§_k|+in(§—§)

1 k&
g1 - £) = togl1 - &~ (5 - 7
log|l —¢7*] = log|l - &

Démonstration. Dans le cercle trigonométrique, comme dans tout
cercle, I’angle au centre est le double de I’angle inscrit. I’ argument

de (1 — £X) vaut -7 (% - f—,) Enfin log |1 — £7| et log|1 — &* sont
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conjugués I’un de I’ autre.

Notation 5.4.14. On pose :

~

-1

S = > xk)log(l-&7")

k=1

Lemme 5.4.15. Soit x»j un caractére pair.

-
Ly, = "4 3 S log(1 - £
k=1

Démonstration. On remplace k par —k :
-2
> X (k) log(1 - £7)
k=1

On somme les deux expressions de S; :

~

-1

29 = K00 (log(1 —£7) + log(1 - ¢4))
k=1
-1
= 23 Tk log|1 - &7
k=1
Et:
1
L) = T 000 S g - gt

k=1
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IT(x

-1
L] = TS ) tog(1 674
k=1

Lemme 5.4.16. Soit x»; un caracteére pair.
=
/ p
Loy (D] = 2|2, 677 0g]1 - £

p=0

Démonstration. On utilise le lemme précédent, la formule donnant

la norme d’une somme de Gauss. m]

Lemme 5.4.17. Lesdeuxensembles{1,2,...,1-1}et{q, qz, e ql_l}

sont identiques modulo 1.

Démonstration. Par définition d’une unité principale modulo /. O
Notation 5.4.18. On note g; tel que 1 < q; <l et ¢/ = q; (mod ).
Lemme 5.4.19. j — q; est une permutation de {1,2,...,1 - 1}.
Démonstration. Evidente. O

Notation 5.4.20. Dans toute la suite on note F le polynome défini
par F(X) = 22;20 g X* ou qi est le plus petit entier positif congru
a ¢* modulo 1.
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Lemme 5.4.21. Soit x»j_1 un caractére impair.

Vi .
|L)(2j_1(1)| = ﬂl_2|F(92] 1)|

Démonstration. De la méme fagon :

-1 -1
Soj-t = ) xa()log(l —£7%) = = > yoi (k) log(1 - £)
k=1 k=1
-1 ok
251 = Z X2j-1(k) (Ziﬂ (5 - 7)) carlog|l — &% =log |1 — 7]
k=1
(k1)=1
Mais :
-1
Z Xx2j-1(k) = 0
k=1
(k,)=1
Donc

“
&
L
[
|
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Et finalement

T(X2j-1)
l

|L)(2j—1(1)|

$2j-1

= Ve

5.5 Fonction {x et nombre de classes de K

Théoreme 5.5.1.

m+1

-1
l
M) = | [ g
J:

Démonstration. Immédiat avec les lemmes précédents.

Théoreme 5.5.2. h(K) = hy X hy avec :

2m—1 m—1|m-1
o= > 6% log |1 - ¢1")|
k=1 |p=0

1
h = —— |F(e*h)|
(21)m-1 k1::[m
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Démonstration. On développe :

Pn+1

-1
WK) = S ]_[ (D)

Pn+1

= T p—— l_[L 2,(1)XI—IL 2i-1(1)

]:

—_

[ = 2j P n 2j-1
= o ]—[ Ze P Jog |1 - £97| xl_[ i |F(ef )
Jj=1
m |1-2
= lm <[ ]1D. 6%7 log|1 - £"] xl_[|F(921 b
j=1|p=0

2m—1 m

-2 m
) 1 .
_ £ 2jp _ «q” 2j-1
= = xj:1 p§209 log|1 - & |x(2l)m_1><1|.:1| |F(e% )|

5.6 Appendice : un théoréme de Dirichlet

Théoreme 5.6.1. Soient

1. X un cone dans R",

2. Une fonction f de R", dans R, telle que (a) f(ax) = a" f(x),
et (b) 'ensemble T = {x € R" | f(x) < 1} est borné et de

volume V non nul.

3. M un réseau de dimension n dont le parallélépipéde fonda-
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mental est de volume W.

On pose
2= ) !
xeXN\M f(x)s
Alors
) Vv
Jim s - 0200 =

Démonstration. Soit r > 0. Soit M, la contraction de M par un
facteur r. Le parallélépipede fondamental de M, est W /r". Soit
N, =#(M, N\ T).Ona:

. w . N,
V=1mN,— = WIlm —
r—00 ri r—oo pn

. N, \%

lim — = —

r—oo Mt w

Soit 7, obtenu en dilatant I’ensemble T par facteur r. On a: N(r) =
#MNT,).EtMNT, = {x € M| f(x) < r}.Onordonne les points
(M O T;) selon la valeur de f :

0<flx) < flx) << flane)

On pose rr = {/f(xr). On a : N(ry) > k. En effet les k premiers
élements de la liste appartiennent a 7, . On a, pour tout €, N(rx —

€) < k : il suffit de considérer le k-itme terme de la liste. Donc
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N(ry — €) < k < N(r). On en déduit que

N(ri)
%

N(ry — €) (rk — e)n

k
(rp — ) r s
k k k

Lorsque k — oo, rpy — o0

|%
lim = —
k—oo f(xk) w

Soit pour € > 0, il existe kg tel que pour k > kg, on ait :

1 1

Vool
W~ 9% o) - ow Y%

En sommant et en élevant a la puissance s, on a :

. v 1
w9 D < 2 Gy Rl AR DI

k>ko k>ko

On multiplie par s — 1 et on fait tendre s vers 1. On utilise le fait que

1= hm (s - 1{(s) = hm (s -1 Z ks

k>ko

On obtient :
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5.7 Appendice : caractéres modulo /

Definition 5.7.1. Un caractére modulo [ est un homomorphisme de
groupe x : (Z/I1Z)* — C*.Ona: y(ab) = y(a)x(b). Onle prolonge
a Z tout entier en posant y(n) = 0 si (n,1) = 1 et y(n) = x(n

(mod 1)) sinon.

Notation 5.7.2. Soit q une racine primitive modulo 1. Soit 6 une
racine primitive (I — 1)-iéme de 1. On peut définir les caractéres

modulo [ suivants :
1. xo le caractére défini par yo(£9) = 1.
2. xi1 estle caractere défini par x1(q") = 0".
3. Pour0 < k <1—1, yx le caractére défini par xi(q") = 6% ;
ona: xr = X{(-
Lemme 5.7.3. Soit y un caractére modulo [ :

[—1sixy = xo
D, xa=1
a (mod 1) sinon

Démonstration. 11 est évident que )., yo(a) = [ — 1. Si y # y, il
existe b tel que y(b) # 1. On écrit :

D x@= ) xab)=xb) >, x@

a mod [ a mod [/ a mod [
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Lemme 5.7.4. Les caractéres modulo [ sont de la forme X{’, h =

1,I-1.1lyal -1 caracteres modulo .

Démonstration. Un caractére y est défini par y(g) qui doit étre une
racine (I — 1) de 1. Et les puissances " constituent toutes les racines

de I’unité. O

Definition 5.7.5. Les caractéres modulo [ de la forme )(lzj sont dits
pairs. Ceux de la forme )(12" ! sont dits impairs

Lemme 5.7.6. Il y a m caractéres pairs et m caractéres impairs.

5.8 Appendice : sommes de Gauss

Definition 5.8.1. Soit [ un nombre premier, & un racine p-iéme de
1, x un caractére modulo 1. Soit Fy = Z/IZ. La somme de Gauss

associée a y est donnée par :

-1
(x) = ) x(me"
n=1
Lemme 5.8.2.
()l = VI

Démonstration. 1. Ona:é&=¢t,

2. Ona: y(a™') = y(a). Eneffet y(a ") x(a) = x(1) = 1.
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3. On développe :

N
._.

TP = ) x(me” z}nmwm

T S
1l
—

x@onm%WW

D4

~ 3
[T
- =
-
|
_

—l)gn—nz

= Xm+2 Z x(nm e

n=1 m#n,m=0

I
M
=
S
3

=3

R
_
3
i
L

3
—_

4. Ona:

ro_ =gt e ¢-1
& = fE}f—f S

N

-1

1l
—_

.
5. Ona, pour y # xo:
-1 -1
Dixs) = D x(e)=x(1)=—x(1) = -1
s=2 s=1

6. On fait le changement de variables (n,m) — (r = n—m, s =

nm~! ). Les valeurs possibles, modulo /, pour r et s, sont » # 0
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ets# 1.0Onaalors:m=(s—1)""'retn=s(s—1)"r.

-1 -1 -1
TOOP = D () + D € D x(s) =11+ (=1)(=1) =1
n=1 r=1 s=2

5.9 Appendice : extensions cyclotomiques de
degré quelconque

Faisons quelques rappels sur la fonction ¢ d’Euler.

Definition 5.9.1. Fonction ¢ d’Euler : ¢(m) = #{n | 1 < n <
m,(n,m) =1}
Lemme 5.9.2. Ona:

1. ¢(p)=p-—1

2. ¢(p")=(p-1p!

3. Si(m,n) =1, ¢(mn) = p(m)¢p(n)

460 = (- Dp (e = D!

5. pdivise m si et seulement si il divise ¢(m)

Soit m € N, non nécessairement premier.

Definition 5.9.3. Une racine primitive m-iéme est un nombre algé-

brigque &y, tel que &) = 1 et &)} # 1 pour n < m.

On considere I’extension K = Q(&,).
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Lemme 5.9.4. Les racines primitives de 1 contenues dans K consti-
tuent groupe, noté . L'ensemble H des automorphismes de K
définis par &, — & pour 1 < i < m, (i,m) = 1 forme un groupe.

C’est I’ensemble des automorphismes de . Il est d’ordre ¢(m).

Démonstration. 1. Si(i,m) = (j,m) =1, alors (ij,m) = 1

1 (mod m)
i

2. Si(i,m) = 1, il existe j tel que (j,m) = 1 etij

Lemme 5.9.5. Soit p qui ne divise pas m. Alors X™ — 1 ne peut pas

avoir de racines doubles modulo p.

Démonstration. On a déja vu ce lemme pour m premier. La preuve
est la méme. On a : (X" — 1)) = mX™ ! et puisque (m, p) = 1,

ma # 0 pour tout a # 0. ]

Definition 5.9.6. On considére le polynome : ©,,(X) = [1; <, i,m)=1(X—
EL). Il est bien entendu de degré ¢(m).

Théoreme 5.9.7. Le groupe de Galois, G = Gal(K : Q) est égal a

H et le degré de I’extension est égal a ¢p(m).

Démonstration. 1. G est contenu dans H. En effet, un élément
du groupe de Galois est défini par sa valeur en &,,. Et 'image
d’une racine primitive par élément du groupe de Galois est

une racine primitive.

2. @, est a coeflicients entiers. En effet, il est invariant par les
éléments de H donc par les éléments de G. Il est donc dans
K[X]. Mais ses racines sont dans Og. Il est donc dans Z[ X ]
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3. @,, est le polyndme minimal de &,,. La démonstration est la
suivante. Soit f € Z[X] le polyndme minimal de &,,. Il divise
X" —1;onaX"-1= f(X)g(X)ou g € Z[X]. Supposons
que le degré de g soit supérieur a 1. Soit p un nombre premier
ne divisant pas m. Comme f(££) # 0, et (£5)" —1 = 0, on
a g(éP) = 0; par définition du polyndme minimal, on peut
écrire g(XP) = f(X)h(X) avec h € Z|X]. Dans Z/pZ[X], on
a:g(XP) = (3g(X))P = f(X)h(X). Donc g et f ont un facteur
commun dans une extension de Z/pZ. Et X" — 1 a une racine
double dans cette extension. Mais ceci est impossible d’apres

le lemme précédent.

4. Donc G = H
5. Et[K : Q] = ¢(m)
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Chapitre 6

Second résultat de Kummer sur
le grand théoreme de Fermat

6.1 Introduction

On considere les conditions suivantes :
— A(]) : I est un nombre premier régulier

— B(I) : toute unité de Ok qui est congrue a un nombre entier

modulo / est une puissance [-i¢me.

— C(I) : aucun des nombres de Bernoulli By, By, ..., B;_3 n’est

divisible par /.
Le but de ce chapitre final est de prouver que A(/) et que C({)

sont équivalents et C(/) implique B(/). Donc, avec les résultats du
chapitre 3, que C(/) implique le théoreme de Fermat pour /.
Nous utilisons la formulation du nombre de classes démontrée

dans un chapitre précédent : hy X hy, hy et h; étant donnés par :
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2m—1 m—1|m-1
ho = | || 6% toalt -]
k=1

p=0
1
h - F92k_1
1 <2l>mk=1,nm_1| (6%

Rappelons que les termes apparaissant dans cette formule sont :

1. mestle nombre (I — 1)/2;

2. R est le régulateur de I’extension [K : Q].

3. g € Z est une racine primitive / — 1-iéme. On a ¢/~! = 1
(mod ) et ¢ # 1 (mod [) pour 1 < j < . Modulo [, les
deux ensembles 0,1,2,...,/ — 1 et 1,q, qz, q3, .. .,ql‘2 sont
les mémes.

4. g estle plus petit résidu de ¢° modulo m et F est le polyndme
F(X) = S 2 X~

5. 8 € Cestune racinede 1 d’ordre [ — 1.

Nous devons donc étudier la divisibilité par [ des deux nombres
ho et hy.
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6.2 / est entier

Ona:

hy =

2m_1nr4 m—1
R 2, 6% log|1 —¢"]
1

k=1 |p=0

La démonstration repose sur les propriétés des entiers du corps
cyclotomique. On note U le groupe des unités de K; on sait que
c’est le produit d’un groupe fini et d’un groupe libre de rang m — 1;
celui-ci est engendré par m — 1 unités fondamentales e;, k = 1, m—1.
On a distingué les m — 1 unités cyclotomiques 1, k,1,m — 1; on

peut les écrire :

gm-k)(_ )1k -1

Mk -1

On peut les décomposer en fonction des unités fondamentales :
— g Ckj
M = l—[ €
J
Notation 6.2.1. On note :
1. C la matrice (cx;)

2. pr =log |l = &9 |; ona pmer = -
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3. Soit :
m—1|m-1
S = 92kr'ur|
k=1 [p=0
Ona:S=hyR/2m L.
4. Soit :
Ho M1 ..o Mm-1
A = M1 H2 .. Ho
Hm-1 HO ... Hm-2

Le terme général est A;j = Wivj-2) mod m-

Lemme 6.2.2. Ona:

m—1
S = xdetA/ Y
i=0
Démonstration. On applique 6.8.1 donné en appendice en prenant
pour G le groupe engendré par 62, dont les caractéres sont de la
forme yx avec yx(8*") = 62" et en posant f(6*") = u,. Onaala
fois :

—

m—1m

G

=0 p:()

det (Xi—j)og,jgm—l = det (/“li+j)0§i,j§m—1

>~
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Et
m—1m-1 m—1 m—1m-1
X0 = Z Xo(6¥ )i xi(67) = Z i xS
k=0 i=0 k=1 i=0

O

Notation 6.2.3. B estlamatrice de terme général B;j = U1 (mod m)—
uj,pouri=1m-1,j=1m-1

o= {1 M3 = fH2 ... f0 = Hm-1

Ho— M1 M1 — M2 ... Hp-2~ Um-1

Lemme 6.2.4. Ona :

n-1
det A = det B ) i
i=0
Démonstration.
Mo M1 .. Hm-1
detA = M1 M2 ... HoO
HMn-1 MO ... HMn-2
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Mot i+ +Up1 M1 ... Hn-l
det A = pot+prt ot U1 M2 ... Mo
Mot ML+ -+ Upm-1 MO ... Hn-2
| R T R 1
S Lo p Ho
detA = ( ,ui) i
Py
I po 1 ... Hp—2
1 M1 H2 Mn-1
S 0 - M3—p2 ... {0 — Hnoi
detA = i "
P .
0 po—p1 pi—H2 .. Hn-2— Hn-i
n—-1
= ( /.li)XdetB
i=0
m|
Lemme 6.2.5.
é:kq.l'_l ~ - .
w1 (=)' D oy )
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Démonstration. On a: oj(£) = & o () = gka’

k1
O—f(nk) = 0j (gm(l_k)(_l)l_kij)
R m(l—k)a'j(Lk_l
- (UJ@) @) - 1
= (=1)l-k m(l—k)qf&
Y (5 £ - 1)
Et:
é—'kqj -1 1-k k-1)g’
-1 (=) e oy ()

Lemme 6.2.6. Ona :
Mij — Hj = logloj(ng,)l
Démonstration.
k+j J
pisj = py = log|1— &7 | —log |1 - £7'|
k+j
—
1-¢&4

log |(=1)! k&m0 o ()| = log |0 (i)

I
—
]

0Q

O
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Lemme 6.2.7. Ona:
R
detB = =+det CW

Démonstration. Rappelons la formule donnant le régulateur :

log | (€1)| loglo(e)] ... logloi(&n-1)I
R = om-l log|oa(er)]  logloa(e)l ... logloa(em-1)l
log|om-1(e1)| loglom-1(e)l ... log|om-1(€n-1)|

1. D’apres le lemme précédent :
Mrj — K = logloj(p)l

2. Lorsque k prend les valeurs 1,2,...,m—1, k prend les valeurs
2,3,...,m.

3. Les matrices M etlog |oj(ui),2 <i <m,0<j<m-2ne
different que par ’ordre des lignes.

4. On a successivement :

m—1 m—1
mo=[ e ml=] ]l
i=1 i=1
m—1

m—1
oyl = | [ lojels togloyaul = ) ciilog lorj(e))
i=1

i=
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5. On prend les mineurs. Et on utilise la définition 4.1.7 du

régulateur.

O

Théoreme 6.2.8. hy est entier. En fait :hy = +tdetCet C est a

coefficients entiers.

Démonstration.

ho

m—1
X S par définition de S
2m—1
+ X ——— xdetA d’'aprés 6.2.2
R Zi:() Mi
m—1
+ X B d’apres 6.2.4
m—1 R
+ R x detC X ) d’apres 6.2.7
+detC

O

Lemme 6.2.9. Les unités cyclotomiques engendrent sous groupe

d’indice fini dans le groupe des unités de K.

Démonstration. Le groupe des unités est le produit d’un groupe fini

par un groupe de rang m — 1. Les unités cyclotomiques engendrent

un sous groupe de rang m — 1. L’indice du premier dans le second

est fini.

O
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Théoreme 6.2.10. hq est égal a ’indice du sous groupe engendré
par les unités cyclotomiques dans le groupe des unités de K. Par

nature celui-ci est un nombre entier,

Démonstration. D’apreés la définition des cx; comme coefficients
de mr = [1; eic’“', I’indice du sous-groupe engendré par les unités
cyclotomiques nx vaut det C. Et on vient de voir que hy = +detC.

]

6.3 /; est entier

Ona:

— [ ] IF@*)

-1
(2[)”1 k=1,m

On écrit, pour deux nombres rationnels r = s (mod [) sir — s =
[(a/b) avec (I,b) = 1

Lemme 6.3.1. Soit P(X) € Z[X] tel que P(0) € Z|0] est un entier;
alors : P(0) = P(q) mod p.

Démonstration. Q(6) est une extension de dimension ¢(p — 1). Z[0]

en est ’anneau des entiers. Onnote : ®,,_1(X) = [T1<k<p-1(X - 6%).
(k,p—-1)=1
Les puissances ¢* pour gcd(k, p—1) = 1 parcourent toutes les racines

primitives modulo p; par conséquent : ®,,_1(g) =0 mod p. On en
déduit qu’il existe un morphisme : Z[X]/(®,_1(X)) = F,, X

g qui induit un morphisme : ® : Z[#] — F,, 6 +— g;ona:
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O (Y ax6*) = Yarg* € Fp;si P(X) = Y arX* € Z[X], alors :
P(0) = Y, ax6* € Z[0]; et F(P(H)) = ¥, arq* = F(q) € F,. Donc la
réduction modulo p de P(6) est égale a P(q) € F,,. m|

6.3.1 Notation exponentielle

Notation 6.3.2. Nous utilisons a partir de cette section, une notation
exponentielle : soit o un générateur du groupe de Galois de K sur
0O, a un polynéme P(X) € K[X], on associe un homomorphisme de
corps P7 : K — K : si P(X) = Y, a; X" € K[X], P” est tel que
P7(@) = 3 4o ().

Lemme 6.3.3. Ona : PQY = Q7P = (PQ)Y. On note Q,, le
polynome Q,,(X) = X™. On a Q4 () = 0" (@)

6.3.2 Les nombre b et le polynéme G
Lemme 6.3.4. g; — qq;-1 est divisible par [.
Démonstration. q; —qqj-1 = ¢’ — qq’ =0 (mod 1) m]
Notation 6.3.5. Onpose : by = (qr—qqr-1)/l et G(X) = Zf;:ll b X*

Lemme 6.3.6. Rappelons que F(X) = 22;20 g X*. Lidentité sui-
vante est vérifiée : (gX — )F(X) = -IG(X) + X'~ — 1.

Démonstration. On développe les deux membres de I’ égalité a prou-
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-2
MG = (gX-DF(X)=(gX-1)) q;X’
j=0
1-2 2 B
= qq; X" - Z q; X = Z qqj-1X’ — Z q; X’
Jj=0 j=0 j=1 7=0
-2 _ -2
= qqj-1 X7 + qq2X""" =) q; X7 — goX°
j=1 j=1
-2 _
= (qqj-1 — g)X’ + qqu2 X" =1
j=1
Et
I-1 A
MD = -IGX)+X ' -1= Z(‘]‘U—‘ — )X + X1 1
Jj=1
-2 ‘
= Z(qu—l )X+ (qqi2 — )X+ X -1
=1
Et
MG-MD = —g_ X'+ X"'=0carq_; =1
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Lemme 6.3.7. Ona:

l a
£-1 F7(§)

Démonstration. Onal’identité : X' —1=(X-1)(1+X+X>+---+

X l‘l). On prend la dérivée des deux termes, on fait X = &, on tient
comptedeceque L =1,1+&+---+ &1 =0, et on obtient :

E7 = E-DA+26+ -+ (1= DET)
Soit :
= ¢ (1 +26+ 4+ (1 - 1)5"2)

E+28% 4+ 4 (-1t
E+ &L+ pET + -+ gl = FO()

!
E-1

Lemme 6.3.8. Ona:

1 oo __l o
e = RO = 1P ©)

Démonstration. Puisque £~! = o™(&) = Q9(€), ona:

SR TN SN B P
E-1 - 11 1—om@ o (f—l)_ 7 Onf €3

O
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6.3.3 Conclusion

Notation 6.3.9. Soit b = [[;_1 F(glk—l)‘
Lemme 6.3.10. b est entier.

Démonstration. C’est un entier algébrique sur Q(6). Il est rationnel
parce que b = +(21)'"'hy, h et hy sont entiers, et hy = h/hg. Un

entier algébrique qui est rationnel est entier. O
Lemme 6.3.11. 2! divise b.
Démonstration. 1. Ona:

m+s

-1
Gm+s +qs = q +¢°=q¢°(g? +1) = 0 (mod]I)

Donc gs+m + gs = [. Donc, [ étant impair, g, et gs sont de

parités différentes.

2. Puisque 8 = —1,ona,pour k = 1,3,...,[ - 2:

m—1
FeY) = (qsgks +qm+sgk(ms+s)) (mod 2)
s=0
m-1 m—1
= (CIS - Qm+s)9ks = Z gks (mod 2)
s=0 s=0
Donc :

FOEF)1-6=0 (mod 2)
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3. Etle produit 5(1-6)(1-63)...(1 —6""2)est divisible par 2.

4. Mais 6 est une racine primitive de 1 d’ordre / — 1; on écrit :
X224 Xy X+1=X""-D)/(X - D) =(X-0)...(X -6

onfait X =1,ona:

-2
[Ja-69=1-1
k=1

5. De la méme facon, 62 est une racine d’ordre m = (I — 1)/2;
et:

m—1

ky_ L1
[ [a-6%=—

k=1

6. Donc (1 — 0)(1 —6%)...(1 — 6'72) = 2 et b est divisible par
2m=1,

Lemme 6.3.12.
[ J@®" - vb=n""[[Ge¥™)
j=1 j=1

Démonstration. D’apres 6.3.6, (¢X — 1)F(X) = —-IG(X) + X!~ —1.
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On multiplie les égalités obtenues en faisant X = 6%~ j = 1,m :

[ ] @ - FE¥ = [](4G@”*)+w”4y4—1)

j=lLm j=lm

brhw%b (=1)y" ﬂ GO Y car 6" = 1

j=lm j=1m-1

i
Lemme 6.3.13. On peut choisir q en sorte que ¢ +1 = —1 (mod %)

Démonstration. Soit g une racine primitive modulo /; si on a g™ +

1 =0 (mod )%, on considére g + [; ona:

g™ +mqg™ 'l+1 (mod %)
~1+mg™'1+1 (mod [?)
mg™ 'l (mod )

0 (mod /%)

(g+D™"+1

H

O

Lemme 6.3.14. [—[;”: ! (g%~ =1) est un entier qui n’est pas divisible

par 1%

Démonstration. Ona: ]_[;":_1l (X —6%~1) = X™ _ 1. Eneffet les deux
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polyndmes ont les mémes racines. On en déduit successivement que :

m

[[x-6¥"r) = xm—ym
j=1
m
l_l(qé?zj_l -1) = 1+4™
j=1
Mais on a choisi ¢ en sorte que g™ + 1 £ —1 (mod [)? ]

Lemme 6.3.15. ["! divise b = I, F(6%1)
Démonstration. Conséquence de 6.3.12 et de 6.3.14. O
Lemme 6.3.16. h; est entier.

Démonstration. Conséquence de la définitionde A1, 6.3.11 et6.3.15.
m|

6.4 Condition de divisibilité de /| par [

Lemme 6.4.1. [ divise hy si et seulement s’il divise H;”Zl G(H%F)
Démonstration. Conséquence de 6.3.12 et 6.3.15. O

Lemme 6.4.2. Ona:

G(O)G(8?)...G(6'7?) G(9)G(g?)...G(¢"™®) (mod 1)
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Démonstration. On applique 6.3.1 : si P(X) € Z[X] est tel que
P(0) € Z[0] est entier; alors, P(8) = P(q) mod p.

6.4.1 Lien avec les nombres de Bernoulli

Soit B, (t) le n-ieme polyndéme de Bernoulli défini dans I’appen-
dice 6.9.

Notation 6.4.3. Soit k € [0,] — 1]. Soit ty le plus petit entier plus
grand que kl/q.

Lemme 6.4.4. Alors j — 1 € [ty, tx + 1[ équivaut a b; = k.

Démonstration. Ona:lb; = gj—qq;-1 €]-1, ql[.Donc b; €]-1, ¢q|[.
Enfaith; € [0,g—1]. Alors b; = k & qq_1 = lk+q; € [kl, (k+1)]]
o qj-1 €[kl/q,(k+1)l/q]l & j—1¢€ [ty tx +1]. ]

Lemme 6.4.5. Pour chaque entier k = 1,1 — 1, il existe un et seul
entier j = 1,1 — 1 tel que ty = j/I (mod [)

Démonstration. Soit r €]0,1[. 1l existe un unique ¢ €]0, [ tel que
tqg = r (mod [). Alors tqg — r peut s’écrire kl pour un entier k €]0, ¢[
(parce que tq —r > Qettqg—r < tqg < lg). Alors t qui s’écrit
(kl + r)/q est le plus petit entier plus grand que k//g. O

Lemme 6.4.6. Soit j défini a partir de k comme dans le lemme
précédent. Alors B, 1(t;) = Bn+1(£) (mod 1)
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Démonstration. En effet, [/q divise ty — k/q et [ n’apparait pas dans
les dénominateurs du polyndme de Bernoulli B, 4. O

Lemme 6.4.7. Lorsquen +1—2:

q q-1 .
Z (Bn+1(l) - Bn+l(tk)) = (Bn+1(l) - Bn+1(i)) (HlOd l)
k=0 j=1 q
Démonstration. Conséquence de 6.4.5 et 6.4.6. O

Lemme 6.4.8. Lorsquen #1—2:

n 1 z
Glg") = m;<3n+l(z)—3n+l<zk)> (mod 1)
Démonstration.

G(q")

I

3

_Q
1

ni big" (mod [)

-1
gn ) bi—1g; (mod )
i=1
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Comme les g; parcourent I’ensemble 0, 1,...,/ —1,ona:

li biq! > ki
i=1

-

Z Z bi—1q; =

—_

M=

k=0 ty <i<tp1 k=0 ty <i<tp1
q q
e 1
= > D, =g D Bu) = Bun(n)
k=0t <i<l k=0

Et, en utilisant 6.4.7 :

1 q
Glg") = mkzz()wm(z)—BnH(tk» (mod 1)

Lemme 6.4.9. Lorsquen #1—2:

1
G(q¢") = 1 (qn+1 - 1) By (mod 1)

Démonstration. 11 est montré, en 6.9.17, dans 1’appendice sur les

nombre de Bernoulli, que :

q-1
k _
Bn+l+ZBn+l(5) = q "B+
k=1

100



Chapitre 6 Second résultat de Kummer sur le grand théoréme de

Fermat

On développe :

G(q") =1 ((q ~1DBust - X0 Bn+1(§)) (mod [)
= 20 (qBpi1 — ¢ "Bus1)  (mod 1)
= L (¢ = 1) Byur  (mod [)

Lemme 6.4.10. G(¢'~?) # 0 (mod [)

Démonstration. Onag'~' =1 (mod [). Soit v tel que g’ 1 =1 = Iv.
Avec by = (qx — qqr-1)/1. On écrit k(I —2) = k(I — 1) — k. Alors
g2k = ¢!=1=k (mod [). On développe

-1 -1
G(d'™) = ) beg"™ =) beg™' ™ (mod 1)
k=1 k=1

Ona:G(¢"™?) = v (mod I) ot1 v est défini par : . Onadonc v = 0
(mod /). Donc G(¢' %)+ ¢'?F(¢' %) = ¢! 2F(¢"*) = ¢7'(-1) 2 0
(mod 1). O

Lemme 6.4.11. [ divise G(q") si et seulement si | divise le numéra-

teur de de B, 41

Démonstration. On a ¢'~! = 1 (mod [) et ¢" # 1 (mod [) pour
n<I[l-1.Alors

1. D’apres 6.4.9 et 6.4.10, [ divise G(¢") si et seulement si n #
I —2etldivise (¢""' = 1)Bys1/(n+ 1)
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2. Et est donc équivalent a : [ divise le numérateur de B,
puisque, d’aprés remarque ci-dessus, / ne divise pas ¢ "' —1) =
lpourn <[ —2.

Théoreme 6.4.12. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. [ divise h;
2. il existe k € [3,5,...,1 — 2] tel que | divise le numérateur de
de By
Démonstration. 1. D’apres 6.4.1, [ divise h; si et seulement s’il
divise H;”:l GO )
2. Donc si et seulement si il existe k € [1,m] tel que [ divise
G(g")
3. Donc, d’apres 6.4.11, si et seulement il existe k € [3,5,...,1—

2] tel que [ divise le numérateur de de By

6.5 Si/ divise h, alors [ divise 5

6.5.1 Unités cyclotomiques et congruences

Dans cette partie, [ est un nombre premier régulier; F, G, Q,,

sont les polyndomes définis plus haut. On considére une unité cyclo-
-\ 1k

tomique de la forme u = &8 [T}, (1 - f”k) avec YL ng =05 u
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est supposée congrue modulo / & un entier c¢. Le but de cette section
est de monter que yu est une puissance /-ieme.

Notation 6.5.1. On considére les polynomes suivants dans Z[ X ] :
1. R(X) =37, ng* Xk
2. 8(X) = X8 [, (1 - ka)nk en sorte que : S(¢) = .
3. T(X) =3 X5 OnaT() =0.

Lemme 6.5.2. On peut écrire S(X) sous la forme :
SX) = c+IlUX)+T(X)V(X)

Ou U, V sont deux polynomes a coefficients entiers.

Démonstration. Soit V(X) le quotient de la division euclidienne de
S(X) — ¢ par T(X). Le reste est S(X) — ¢ — T(X)V(X). Soit U(X)
le quotient de ce reste par [ et r < [ le reste de cette division. On
a:S8X)-c-TX)V(X) = r+IF(X). On fait X = & On a :
u—c=r+I1F().Comme u =c (mod [),ona:r =0.Etlelemme

est prouvé. O

Lemme 6.5.3. Ona:

-1 k
o gedt (S VE©)
c— ) ng - = (mod 1)
kzz; 1-¢4 H

103



Chapitre 6 Second résultat de Kummer sur le grand théoréme de

Fermat

Démonstration. On prend la dérivée logarithmique de 6.5.2 :

S0 e $h, axe
S(X) X k

IU(X) + (256;10 Xk) V/(X) + (25{;11 ka—l) V(X)
¢ +1UX) + 244 XkV(X)

Onfait X = ¢:

c o gher!

3 ;nkl—gq"’

@) + (242 €) vie) + (i k) vie)
¢ +1U@) + Ty € V()

Soit :
-1 k-1
e oo gt (SR Ve
z ;nk e = y (mod 1)
: -1 k
o gt (S k) V©)
C_kz:;nkl—qu = ” (mod 1)
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Lemme 6.5.4. Le membre de gauche de 6.5.3 peut s’écrire :

¢+ TREQGFTE) = ¢+ S (ROWF)T(E)

Démonstration.
m k ¢#g* m k _k
C_anQ§ - C_anqfrk(f)
rer i B = 1=
ey
1-¢

1
c+ TR‘TQ;’,'LF”'(f) d’aprés 6.3.8
O

Lemme 6.5.5. Le membre de droite de 6.5.3 est congru modulo 1, a

un nombre de la forme aF? (¢), a étant entier.

Démonstration. On peut écrire I’entier algébrique V(&)/u sous la
forme a + Q(€)(1 — &) ol Q est un polyndme a coefficients entiers et

a est entier. On a :

1 ! l
VO = g 0@ -£)
l
= 4z -10©
= a.fil (mod 1)

aF? (&) (mod 1) en utilisant 6.3.7.
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Lemme 6.5.6.
1 1
¢+ TRTQLFT(E) = ¢+ 1(RQuF)(€) = aF(¢) (mod 1)
Démonstration. Conséquence de 6.5.4 et 6.5.5. O

Lemme 6.5.7. R7G7 (¢) = (RG)Y (£) est un entier n modulo 1.

Démonstration. On applique go — 1 aux deux membres de 6.5.6;

d’un coté :

1 1
(qo = Dle + JRTQIF7() = g -c+TR7Q5(qo ~ DF7(§)

Onavuen6.3.6que: (¢X —1)F(X) = IG(X)+ X'~ — 1. En faisant
X = o, on obtient : (g0 — 1)F(c) = IG(c) + o=! = 1. Soit, en
notation exponentielle : (go — 1)F7 =[G — 1.

1
ag -+ TR705 (@ = ) +167) ©)

g8 — ¢+ R70;,G7 (¢)

1
(g0 = Dl + TR7QHF7(€)

De I’ autre :

a((al—l—l)”G”) (mod 1)
0 (mod [)

(go — D)(aF7(£)
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Donc
qg—c+R7Q7G7(¢) = 0 (mod )

On en déduit que R“GY (£) = (¢ —gg) (mod [). Onposen = c — gg
et on conclut. O

Lemme 6.5.8. (RG)? (07¢) = ROG7(07¢) = n (mod 1) ol n est le

méme que dans le lemme précédent.
Démonstration. On sait que (oo — 1)F? = 0, donc : (07 — 1)F“ =
(c-D(A+0+---+0/""F7 = 0; on développe :

R7G7(o6) = R7G7(¢) = R ((@/ = DF7) @)
R7(0)(¢) (mod I)

6.5.2 La base «;
Notation 6.5.9. On note : k; = Y5 k'€

Lemme 6.5.10.
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Ona:
-1 -1 -1 -
o= D K=Y ek = (gt = Y qUo )
k=0 k=1 i=1 i=1
Démonstration. O

Lemme 6.5.11. Modulo I, les entiers cyclotomiques s’écrivent de fa-
con unique comme des combinaisons linéaires a coefficients entiers

des nombres k;.

Démonstration. Dans la base naturelle : 1, &, &2, &7, la matrice qui

exprime les ; est une matrice de Vandermonde :

o2t 3t o g=1)!
12 22 32 ... (-1
ll—l 21—1 31—1 o (l _ l)l—l

Elle est inversible modulo / : son déterminant []; ;. <;—1(i — j) est

le produit de termes qui sont tous non nuls modulo /. O
Lemme 6.5.12. Ona: o(k;) = ¢ /; (mod [)

Démonstration.

o (5 + q-ia-f(f) + qz_io.li(f) R q(l—l)jo_(l—l)j(é:))
@)+ @) + T @) + -+ gV )

o (k;)

q‘jkj (mod 1)
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]
Lemme 6.5.13. (RG)“ (k;) = R“G” (k;) = R(g™/)G(q™)k; (mod 1)
Démonstration. On développe. O
Lemme 6.5.14. (RG)? («;) = R7G“ (kj) = 0 (mod /)

Démonstration.

RTG7(kj) = R7GT (£+q/ai(@)+- -+ ¢! Vg Vi)
= RIGTE) + g R7GT(@I @) + -+ (¢RI GT oV g))
n+q¢n-+(@"Yn (mod I) en utilisant 6.5.8.

nl+q - +(@"") (mod!)=0 (mod )

Lemme 6.5.15. R(¢7/)G(g7) =0 (mod )

Démonstration. Conséquence de 6.5.13 et 6.5.14 O

6.5.3 Conclusion

) . K\ "k
Théoreme 6.5.16. Soit u = £ []}L, (1 — &P ) ,avec 3" ni =0
une unité cyclotomique. Si u est congrue a un entier modulo [ et si
[ est régulier, alors les nombres ny sont divisibles par | et u est une

puissance l-iéme.
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Démonstration. On a vu que [ divise le numérateur de B, si et
seulement si il divise G(¢™). Donc si [ ne divise pas les numérateurs
des B,.1, G(q") est différent de 0 modulo . Les R(g~/) sont nuls

modulo /.

m
Z nkg“q7* =0 (mod I)
k=1

En utilisant 6.5.11, on conclut que les nombres n; sont nuls modulo
L m|

Lemme 6.5.17. Si [ divise hy, il existe une unité u ¢ C telle que
ul € C, i.e. des entiers g et ng, k = 1,m tels que ¥, nx =0 et :

lll s i (1 _fpk)nk
k=1

Démonstration. Si l divise hy, le groupe quotient U /C contient un
élément d’ordre /, ou ce qui est équivalent : il existe une unité u ¢ C

telle que 1! € C. O
Lemme 6.5.18. 1/ existe c tel que ' = ¢ (mod [).

Démonstration. C’est vrai pour tout entier algébrique de K :

(Zaiff)l = Yal (mod )
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Théoreme 6.5.19. Si [ divise hy, il divise h

Démonstration. On suppose que [ divise hg et ne divise pas h

1.

Puisque [ divise hy, il existe une unité u qui n’est pas cyclo-
tomique mais telle que ! I’est. On écrit u! = &8 [T, (1 -
ey,

D’apres 6.5.18, 4 est congrue a un entier modulo /.

D’apres 6.5.16, tous les ny sont divisibles par [ : ny = Imy.
Mais on a: &8 = 4 [T, (1~ qu)‘l’"k ; ¢’est donc une puis-
sance [-ieme : £¢ = B!, B est une unité; d’apres 4.1.5, elle se
met sous la forme &% ot r € R, on a donc ri&¢! = £2; on en

déduit que r = £l et g =il (mod ).

: K k l
=TT (1 - g0 e = (¢TI (1 - g )

. Donc p = +¢! [T, (1-¢&4 k)"k et est une unité cyclotomique.

Ce qui est en contradiction avec sa définition.

Donc [ divise hy.

6.6 Lemme de Kummer

Il s’agit ici de la démonstration que C() = B(/). On a vu en

6.5.18 que si [ est régulier et si u est une unité cyclotomique congrue

modulo / a un entier, alors y est une puissance /-ieme. Il faut montrer

ce résultat pour toute unité.
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Lemme 6.6.1. Si X est congru a une unité modulo 1, alors k = 0
(mod /)

Démonstration. Si € = n (mod ) avec n # 0 (mod /); dans
(Z/1Z)[£], on a : .f_k = n. Soit o un élément du groupe de Ga-
loisde (Z/1Z)[&] surZ/IZ;ona: (r(g) =o(m)=n-= 47; ceci n’est
possible que si f_k € Z/1Z; donc si k = 0 (mod /) et alors &* = 1
(mod ).

m|

Théoreme 6.6.2. Si [ est régulier, alors, si v est une unité congrue

a un entier modulo 1, c’est une puissance l-iéme.

Démonstration. 1. v"0 est une unité cyclotomique. On a :

Moo= = [Ta-ater

k=1,m

2. D’apres 6.5.16, tous les ny sont divisibles par [ : nx = Imy.

3. [ estrégulier, hy n’est pas divisible par [, et il existe a et b tels

que ahg + bl = 1. Alors :

y = yahotbl -  (yhoyaybl _ | gaj l_[ (1 — ok (g))@lmicy,bl
k=1,m
é;aj = 4 1_[ ¢! _O_k(é;))almkvbl—l
k=1,m

4. [lg=1,m(1 = k(&)™ est une unité de K qui est congrue

un entier modulo / parce que c’est la puissance /-ieme d’un
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entier cyclotomique.

5. v~ est congru a un entier modulo / parce que v ’est. On
en déduit que £%/ est congru i une unité modulo /, donc, en

utilisant 6.6.1 que aj = 0 (mod /), et que é% = 1.
6. Donc

y = (Vh())a’ubl
!

[T a-ct @y’

k=1,m

v est une puissance /-ieme.

6.7 Le second théoréeme de Kummer

Lemme 6.7.1. On a : A(l) & C(l) : |l divise h, si et seulement si il

divise le numérateur d’un des B;, i < 1 — 2.

Démonstration. 1. A = C: Sil estrégulier, il ne divise pas A,
il ne divise pas h;, aucun des numérateurs des nombres de
Bernoulli By, By, . .., Bj_3 n’est divisible par [

2. C = A :siaucun des numérateurs des nombres de Bernoulli
By, By, ..., Bj_3 n’est divisible par /, [ ne divise pas &y, il ne
divise pas hg d’apres 6.5.19, il ne divise donc pas h, et il est

régulier.
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Théoreme 6.7.2. Si [ ne divise pas le numérateur des nombres de

l

Bernoulli B;, i < 1 -2, I"équation x' + y' = 7! n’a pas de solutions

en nombres entiers.
Démonstration. On a vu que :

1. Si C(!) : I divise le numérateur d’un des B;, i < [ — 2, alors
A(l) : I est régulier (6.7.1)

2. Si A(l), alors B(!) : le lemme de Kummer est vrai (6.6.2).

3. Si A(l) et si B(l), I’équation x’ + y/ = 7/ n’a pas de solution
(3.3.13).

6.8 Appendice : lemme algébrique

Lemme 6.8.1. Soit G un sous groupe de (Z/1Z)*. Soit G* I’ensemble
de ses caractéres. Soit une fonction f : G — C. Soit M la matrice
définie par My - = f(ot7'). Alors

det M = HZ]“T)(‘T

xXeG* o

Démonstration. 1. Soit f — T, f défini par T,, f7 = f(wo)

2. Les caracteres de G sont vecteurs propres de T, : T, y7 =

x(wo) = y(w)x? . La valeur propre associée a y est y(w)

3. La matrice M de I’énoncé est la matrice de 1’operateur 7' =

Yo f(w)T,, dans la base formée des fonctions L, définies par
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Lo(t) =1si 0 =71et=0sinon.

4. Soit y un caractere. On a :

T(x) = > f@Tu(x)= Y f@xy

(Z F)x(w)

x est un vecteur propre de T associé a )., f(w)x(w).

X

5. Le déterminant de M est égal au produit des valeurs propres.
]

6.9 Appendice : nombres et polynémes de
Bernoulli

Definition 6.9.1. Les nombres de Bernoulli sont définis par :

Bt” 3 t
Z "nl T et -1

n>0

Lemme 6.9.2. By =1, B; = -1/2.

Démonstration. Au voisinage de 0, ¢/ = 1 +1 + (1/2)t* + t2s(t), ot
s(t) est continue et telle que lim;_,q s(z) = 0.

By = lim =1 Blzlim( ) —-1)2

i—0et —1 t—0\el — 1
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Lemme 6.9.3.

t

1
t—y(t) = et_l—(l—zt)

est une fonction paire.

Démonstration. On développe y(t) — y(-1).

t 1 —t 1
t)y—y(-t) = -(1-=t)- -1+ =t
¥(0) = y(=1) (e,_1 ( 2)) (e_t_l (1+51)
= ! + ! +t= ! + ref +t=-t+t=0
Coet—1 et—1  e—1 l-e B
m]
Lemme 6.9.4. Pour n impair > 3, B, = 0.
Démonstration. Corollaire des lemmes précédents . O

Definition 6.9.5. Les polynomes de Bernoulli sont les coefficients
de

" te
DB = o
n
Lemme 6.9.6. B,, = B,,(0)

Démonstration. Découle des définitions. m|
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Lemme 6.9.7. B, (x) est un polyndme en x de degré n.

Bn(x) = Zn: (Z)ka"—k

k=0

Démonstration.

tl’l
[ _ xt
Zn:Bn(x)n! et —1 _ef—le

On égalise les coefficients. O

Lemme 6.9.8. B, (x) vérifie :

y+1
/ Bu(x)dx = "
y

Démonstration. On a :

a ext text
a(e’—l) T el
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Xt y+1 _ e(y+1)t ~ et _

el —1 y el—1 e -1
Et:

y+l i y+l o goxt

/ Z Bn(x)—’dx = / . dx
y — n! ¥ el —1

On égalise les coeflicients. O

Lemme 6.9.9. B,(x + 1) — B,(x) = nx"!

Démonstration. On dérive I’égalité de 6.9.8. O
Lemme 6.9.10.
1 Sn+1l
B, = - > ( )B,<
n+1 pr k
Démonstration. 1. B, = B,(0) par définition.

2. B,(1) = B,(0) d’apres 6.9.9.

3. En utilisant 6.9.7, on a :

|
gt
ua
—_
N
=~ +
—
~——
>
>~

By = Bn+1(1)

Il
—_—
S
=~ +
—
~————
o
~
+
>
3
X
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Soit
n
Z(n;l)Bk -0
k=0
sl
( )Bk+(n+1)Bn = 0
k=0 k

O

Lemme 6.9.11. Soit [ un nombre premier. Si 1 < n <[ -1, le

dénominateur de B,, n’est pas divisible par .
Démonstration. Corollaire du précédent. O

Notation 6.9.12. Soit [ un nombre premier. On pose :
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Démonstration.
-1 -1
1
S = ik =
i=1 i=1 k+1
1
= a1 —— (Bi+1(l) = Bi41(1))
k+1
1 k+1 _
T okt (Z( h )Bhlk+l " = B
h=0

k
1 k+1
B k+1-h
k+1(hZ=0( h )hl )

O

Lemme 6.9.14. Soit | un nombre premier. Soitk € {2,4,6,...,1-3}.

Sy n’est pas divisible par I? si et seulement si le numérateur d’un de

By n’est pas divisible par 1.

Démonstration. D’apres 6.9.11, [ ne divise pas le dénominateur des

nombres By. On écrit By = Ai/Cy avec (Cy,[) = 1. Soit le nombre

entier Dy, = ]—[f.‘:O C;/Cy. D’apres le lemme précédent :

Sk

k
(k+ DS [ [ Cn

h=0

k
- 0 ke
(Z( h )Ch
( k+1 A Dhlk+l—h)

( )A()D lk+1 (kTI)AlD]lk-l---'-i-(
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Puisque k + 1, Cj, et Dy, sont premiers avec [, S est nul modulo 2

si est seulement si Ay est nul modulo /. O
Lemme 6.9.15. Soit [ un nombre premier. Si (I-1) divisem, S;, = —1
(mod I).

Démonstration. D’apres le petit théoréme de Fermati™ = —1 (mod ).

-1

~

-1
i" 1=/-1=-1 (mod])

i=1 i

Il
(=]

O

Lemme 6.9.16. Soit | un nombre premier. Si (I — 1) ne divise pas m,
S;n =0 (mod [)

Démonstration.

-1 -2 ) g(l Dm _ 1
"= gmj = T = =0 (mod )

i=1

~.

Lemme 6.9.17.

L = Bu0)

1 2 -
Bn+1(0) + Bn+1(§) + Bn+l(5) +---t Bn+l(q

Démonstration. D’une part :

gx+1 x+1/q
(GRS / By(1)dt = g / By (y)du
q x

X
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D’autre part :
x+1 x+1/q

@ = ¢ [ B =g [ B
X X

o q-1 x+(j+1)/q " x+1/q q-1 .
Y B [ Bty + o
=0 Yx+jila x =0

Comme c’est valable pour tout x on égalise les termes intégrés :
q-1
9Buni(y) = ¢ ) Buni(y+j/q)
j=0
On fait y = 0. O

On pose :

Lemme 6.9.18. Théoréme de von Staudt. A, est entier.

Démonstration. Par récurrence. Le probleme ne se pose que lorsque

m est pair.

1. Ona:

B = S’”(D_Zmn k

m—1
1 +1
(’" )l'"‘lek

2. Par hypothese de récurrence, [ ne divise pas le numérateur de
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[By.
3. Soit
1 m+1
A — - lm—k
mk m+1(m+1—k)

4. 2 ne divise pas le dénominateur de A,, ; parce que m + 1 est

impair.
5.8il>2:
1 m+1
Ampl = mk
mk m+1(m+1—k)
mm—1)...(k+1) .,
(m—-k+1)!

[ figure dans (m — k + 1)! = r! avec 'exposant [r/1] + [r/I*] +
.-+ <r/2 <r—-1=m—k.Donc ne divise pas le numérateur
de Am,k-

6. Donc [ ne divise pas le numérateur de pB,, et pB,, = Sy ()

mod /.
7. D’ou le résultat

O

Lemme 6.9.19. Congruences de Fermat. Soit | un nombre premier.

Si m — n est un multiple de | — 1, alors :

B, B

n m
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est un multiple de |
Démonstration. Soit g une racine primitive modulo /. On pose u =
e —1.
1. On considere :
t t B m_1
(1) gt Z m@" — 1)

e8t —1 e -1 m!
n>1

_ gt _t_, 1
o (d+wEg-1 u \A+us-1 u

_ ;(Z ckuk) =t (Z crlet — 1)'<) =t (Z %tm

k>0 k>0 m>0 "’

2. Montrons que / ne divise pas le dénominateur des nombres
A, et que, modulo /, ils sont périodiques de période [ — 1.

nHl=l = pn mod [

D’apres le petit théoreme de Fermat r
e =Y, r't" /n! et la propriété est vérifié pour e"’. Elle est
également vérifiée pour (¢! — 1)K qui est une combinaison
linaire de fonctions e"’. Les coeflicients c; étant entiers, elle

est donc vérifiée pour les nombres A,,.

3. On égalise les coefficients dans 1’équation ci-dessus :

Bm(gm_l) - Am—l
m! (m-1)!

B

Bugm 1) = Ay

m!

4. D’apres le petit théoréme de Fermat, les nombres g"”* — 1 sont,
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modulo /, périodiques de période / — 1. Il en est de méme des
nombres B,,/m. Ce qui est le résultat cherché.
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Annexe A

Nombres algébriques

A.1 Corps de nombres algébriques

A.1.1 Extensions algébriques

Definition A.1.1. Un corps de nombres algébriques est un corps
contenant Q, contenu dans C, et qui est un espace vectoriel de

dimension finie sur Q.

Definition A.1.2. Soient K C L deux corps de nombres algébriques.
On dit que L est une extension algébrique de K. On la note L/K.

On note [L : K], la dimension de L espace vectoriel sur K.

Lemme A.1.3. Soit L/K une extension algébrique et « € L. Il existe
un polynome P € K[X] tel que P(a) = 0.

n

Démonstration. Soitnladimensionde L surK.Lasérie |, a, a2, ..., a

est liée. m]
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Lemme A.1.4. Soit L/K une extension algébrique et « € L. Il existe
un polynoéme de plus petit degré tel que P(a) = 0. Ce polynéme est

irréductible.

Démonstration. On procede par division euclidienne, jusqu’a ce
qu'on ne le puisse plus. Soient P et Q deux polyndmes unitaires,
tels que P(a) = Q(a) = 0. Si d(P) > d(Q), on divise P par Q,
P =QR+ S. Alors S(a) = 0 et S est de degré inférieur a d(Q). O

Definition A.1.5. Un tel polynéme est le polynome minimal de «.

Lemme A.1.6. Le plus petit sous corps de L contenant «, noté =
K(a), est constituée de polyndmes en « de degré inférieur a celui de

de son polynome minimal.

Démonstration. 1. Par définition :
L ={y = Q(a)/R(a) avec Q, R € K[X] et R(ax) # 0}

2. Soit: ¥ = O(a)/R(a). Comme P est irréductible, R et P sont
premiers entre eux. Il existe U, V € K[X] tels que U(X)P(X)+
V(X)R(X) = 1. On écrit :

Q@) _ Q(a)(U(a)P(a) + V(a)R(a))
R(a) R(a)

=Q0(@)V(a)
3. Donc L est constituée de polyndmes en «

4. On écrit P(@) = a,a™ + ay—12"" + ag = 0. On en déduit une

égalité : " = —(a,_1a@""" + ag)/a,. Donc, dans un polyndme

127



Annexe A Nombres algébriques

en a, les termes de degré > n se transforment en des termes
de degré < n.
]

Lemme A.1.7. Soit L = K(a, B). Il existe y € L tel que L = K(y)

Démonstration. 1. Soient A,B € K[X] les polyndmes mini-
maux de a et 8. Soient @] = @, ay,...,a, les racines de
A. Soient 81 = B,f2,...,08,n les racines de A. Soit M =

K(al’ QZ’ . -’am’ﬂl,ﬂZ’ .. ’,Bn)

2. On considere ’ensemble :

a; — ay

Bj = Bj

= { }avec j # j’

3. ' c Mestfiniet K C M estinfini. Soit8 € K, 0 ¢ I'. On pose
vy =a+0p.
4. OnaK(y) Cc K(a, B).
5. Montrons la réciproque.
a) On considere les polyndmes B(X) € K(y)[X] et C(X) =
A(y - 6X) € K(y)[X].
b) Ils ont une racine commune : B(8) = 0 et C(8) = A(y —
0B) = A(e) = 0.
¢) S’ils ontune autre racine commune, ¢’est une des racines
de B etelle correspond a une racine de A. En considérant

les égalités obtenues, et en les soustrayant, on obtient que

0 € I', ce qui n’est pas.
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d) Le PGCD de A et C dans M(y)[X] est donc le polynome
X — B. Mais, comme on le voit en le calculant avec
I’algorithme d’Euclide, c’est aussi le PGCD de A et C

dans K(y)[X].
e) Donc X — B € K(y)[X].Donc B € K(y)eta =y—6B €
K(¥).

O

Théoreme A.1.8. Théoréme de I’élément primitif. Soit L un corps

de nombres algébriques. Il existe y € L tel que L = K(y)

Démonstration. On écrit L = K(ay, as,...,a,) et on itere A.1.7.
O

Definition A.1.9. Le nombre algébrique y du théoréme précédent

est un élément primitif de [’ extension L.

A.1.2 Extensions galoisiennes

SoitQ c K c Cun corps qui est un espace vectoriel de dimension
finie sur Q.

Definition A.1.10. Soit P(X) € K[X]. Le corps de décomposition
L de P est le sous-corps de C engendré par K et les racines de P :

L =K(ay,...,a,). Lextension L/K est dite galoisienne.

Definition A.1.11. Le groupe de Galois du polynome P est constitué
des automorphismes o de son corps de décomposition et invariants

sur K, i.e. tels que o(a) = a pourtout @ € K. Onle note : Gal(L/K).
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Lemme A.1.12. Soit L une extension galoisienne de K, de groupe

de Galois G. Alors K est le sous-corps de L fixé par G.

Démonstration. Par définition: G ={oc: L —> L|o(a)=a, Ya €
K}; donc K est fixé par G. Réciproquement, soit 8 € Leto € G
tels que o"(B) # B; alors, forcément 8 ¢ K. |

Lemme A.1.13. L'ordre de Gal(L/K) est fini.

Démonstration. Gal(L/K) peutétre considéré comme un sous groupe
du groupe symétrique S(n) : il est défini par la fagon avec laquelle

ses éléments permutent les racines du polynéme P. O
Lemme A.1.14. [L : K] est égal a l'ordre du groupe Gal(L/K).

Démonstration. 1. Soit @ un élément primitif de I’extension K
et P le polynome minimal de «. Il est de degré [L/K] et toutes

ses racines sont simples.

2. Unautomorphisme o € Gal(L/K) est déterminé par sa valeur
ena:o(Q(a)) = Q(o(a)) pour tout Q € K[X]. En particulier
P(o(a)) = o(P(a)) = 0. Donc o () est une des autres racines
de Petilyenal[L : K].

m|

Lemme A.1.15. Soit L une extension galoisienne de K, de groupe
de Galois G = {y;}. S’il existe des coefficients a; € L tels que pour
tout @ € L, 3; ayyi(a) = 0, alors ils sont tous nuls : a; = 0 pour

tout i.
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Démonstration. 1. En réordonnant au besoin le groupe G, on
considere une relation 3" | a;¥;(a) = 0 ol m est le plus petit

possible. Du coup, tous les a;, 1 <i < m sont non nuls.

2. Les y; sont différents. Il existe S tel que y1(B) # y2(B)

m

D ayi(ap) =0
i=1

D ayi(@)yi(B) =0

i=1

71(B) Y aryi(a) =0
i=1

3 @ (0(8) - 11(B) yila) = 0

i=1

3. Et une relation avec un terme de moins, celui correspondant
ai =1, et dont le second coeflicient a,(y,(8) — y1(8) est non

nul.

A.1.3 Norme, trace et discriminant

Lemme A.1.16. Soit L/K une extension algébrique. Alors la trace
relative et la norme relative de B € L sont la norme et la trace de
la multiplication par B considérée comme un endomorphisme de L,

espace vectoriel sur K. On les note Tr ;x(B) et Np k()
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Lemme A.1.17. Soit 8 € L. Alors NL/K(ﬁ) € K et TL/K(ﬁ) ek

Démonstration. Par définition. ]

Lemme A.1.18. Soit L/K une extension algébrique. Soit B € L.
Soit J = K(B). Soit m = [J : K]. Alors : Ty jx(B) = m X Ty k() et
Nk (B) = (Nyx(B)™.

Démonstration. 1. Soit A; une base de J sur K. Soit v; une base

de L sur J. Les nombres algébriques A;v; constituent une base
de L sur K.

2. Soit M = (u;x) la matrice de la multiplication de par « dans
J.

3. BAi = Xk MikAk-
4. B(Aiv;) = (BA)v; = X MikAkVj = Xgg HikOj1 kv

5. La matrice de la multiplication par @ dans L est de la forme :

M 0 ... O
o M ... O
0 0... M

O

Lemme A.1.19. Soit L une extension algébrique de la forme L =
K(a), a étant un élément primitif. Soit P le poynéme minimal de
@:PX) = X"+ a1 X"+ + ap. Alors Ty k(@) = —ay_1,
Npg (@) = (=1)"ao.
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Démonstration. Dans labase 1,q,...,a" !, la matrice de la multi-

plication par « dans L est

0 1 0o ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
0 0 0o ... 1 0
0 0 0o ... 0

—ap —ay —a; ... —AaAp-2 —dp-1

O

Lemme A.1.20. Soit L une extension galoisienne de la forme L =
K(a), a étant un élément primitif. Soit Gal(L/K) = {0} son groupe
de Galois. Alors : Ty g () = 3; oi(a) et N g (@) = []; oi(a)

Démonstration. On utilise les notations de A.1.19. Le résultat dé-
coule de ce que les éléments du groupe de Galois permutent les
racines du polyndme minimal de a.

O

Lemme A.1.21. Soit L/K une extension galoisienne de groupe de
Galois Gal(L/K) = {o1,02...,0,}. Alors : Npjk(B) = 2; 0i(B))
et Tk (B) = i o:(B)).

Démonstration. Découle A.1.20 et de A.1.18. m]

Definition A.1.22. Soit L /K une extension algébrique. Soient (B, 32,
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L"™. Leur discriminant relatif de est donné par :

Drk(B1,Bo, ... Bn) = det (T x(BiB))

Lemme A.1.23. Soit L/K une extension galoisienne de groupe de
Galois Gal(L/K) = {01, ...,03,}. Alors :

2
Drx(Br,....Bn) = (det(ﬂ'k(ﬁi)))

Démonstration.

DL/K(BI’BZ’ .. ’Bn)

det (Z Uk(ﬁiﬁj)) = det (Z Uk(ﬁi)ffk(ﬁj))
x k

2
= det (O'k(/i’i)).det (O'k(ﬂj)) = (det (O'k(ﬁi)))
O

Lemme A.1.24. Si (B,...,B,) € L" est une base de L sur K, alors
DL/K(ﬁl’ .. ,ﬁn) # 0

Démonstration. Si le discriminant Dy jx(Bi, ..., [B,) = 0, il existe
des nombres «; € K, tels que 3; &;0;(8;) = 0, pour tout j. On a
donc, puisque les B; forment une base de L, }; @;0:(8) = O pour
tout 8 € L. Ce qui est contradictoire avec A.1.15. O

Lemme A.1.25. Si (B1,...,[B,) est une base de L sur K, il existe
une base (y1,...,7yn) de L sur K telle que Ty jx (B;y;) = 6.
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Démonstration. Découle immédiatement du résultat précédent et de

la théorie élémentaire des formes bilinéaires non dégénérées.
1. Ty k est non dégénérée.
2. SiTy k(aB) = 0 pour tout 5 € L, alors o = 0.
3. Pour @ € L, on considére, la forme linéaire [, : L — K,

définie par [,(B) = Ty k(). Lapplication @ — I, est une

application linéaire injective de L dans son dual.

4. Comme L est de dimension finie, les nombres y; cherchés

correspondent & la base duale de (8y, . . ., Bn)-

A.2 Corps finis

Lemme A.2.1. Soit K un corps fini. 1l existe un nombre premier p
tel que px = 0 pour tout xe K.

Démonstration. On considere 1 € K. Puis I’application 8 du groupe
additifde Z* dans K : n — 6(n) = 1 +1+---+1, (n fois). On I’étend
facilement 2 homomorphisme de groupe en posant 6(—n) = —0(n).
Son noyau n’est pas vide. C’est en fait un idéal de Z . Il est principal.
S’il est de la forme (ab) avec a > 1,b > 1, les images de a et b ne
seraient pas nulles dans K alors que le produit de leurs images le

serait. K ne serait pas integre. O

Definition A.2.2. p est la caractéristique du corps K.

135



Annexe A Nombres algébriques

Lemme A.2.3. F, = Z/pZ est un corps fini d’'ordre p de caracté-

ristique p.

Démonstration. Soit a € F, = Z/pZ, a # 0. Alors a et p sont
premiers entre eux. Il existe u et v dans Z tels que au + pv = 1.
Alors @i = 1 et @ est inversible. Donc Z/pZ est un corps. Soit
x € F, =Z/pZalors p.x = 0,doncF,, = Z/pZ est de caractéristique

p. O

Lemme A.2.4. Un corps fini de caractéristique p contient IF,, comme

Sous-corps.

Démonstration. Comme auparavant, on considere 'injection de IF,

dans K définie parn — 0(n) =1+ 1+ --- + 1, (n fois). ]

Lemme A.2.5. Le cardinal d’un corps fini de caractéristique p est

de la forme p"

Démonstration. Le corps fini K peut €tre considéré comme un es-
pace vectoriel sur son sous-corps IF,. Si la dimension de cet espace

vectoriel est m, le cardinal de K est p™. O

Lemme A.2.6. Si K est de cardinal p", alors tout élément de K* est

. n_
une racine de XP" =1 — 1.

Démonstration. Le groupe multiplicatif K* a p” — 1 éléments. Donc

aP"~! = 1 pour tout @ € K*. O

Lemme A.2.7. Si K est de cardinal p", alors tout élément de K est

. . n
une racine simple de X — X.

136



Annexe A Nombres algébriques

Démonstration. Avec le lemme précédent, il est évident que tout
élément de K est une racine de XP" — X . Dans F,[X], la dérivée
de XP" — X vaut p"XP"~! —1 = -1 # 0; donc toute racine est

simple O

Lemme A.2.8. K est le corps de décomposition du polynéme XP" —
X.

Démonstration. Evidente avec le lemme précédent. O

Lemme A.2.9. Tous les corps finis de cardinal p" sont isomorphes.

On les note Fpym.
Démonstration. Evidente avec le lemme précédent. O

Lemme A.2.10. L’extension [F,m : F,] est Galoisienne de degré

m.
Démonstration. Evidente avec les lemmes précédents. O

Lemme A.2.11. Gal(F, [F,) est cyclique d’ordre m engendré par

I’automorphisme o), : @ — a”.

Démonstration. En considérant que les coeflicients binomiaux im-
pliqués dans le développement a la puissance p, on voit que :
(@+p)’ = a” +pP. Donc o est un automorphisme. Ona o' (@) =
aP” = a. Lordre de op est m : §’il valait n < m, le polyndme

n N . 1 2 .
XP" — X s’annulerait pour tous les éléments de F,m et aurait un
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nombre de racines supérieures a son degré. On a donc m automor-

phismes différents : 1,0, .. ., 1 et le degré de I’extension est

p
m O

Lemme A.2.12. T, /r, (@) = @ + @ + a?’ +aP"”

Démonstration. SoitG = Gal(F,m [F,). Alors Tr,m /¥, (@) = Ygeg o(@).
O

Lemme A.2.13. La fonction trace n’est pas identiquement nulle.

Démonstration. Dans un corps fini, la fonction trace est un poly-
néme de degré p"~!. Ce degré est plus petit que la dimension de

I’extension p”. Le polyndome ne peut étre identiquement nul. O

A.3 Anneaux d’entiers algébriques

A.3.1 Définitions et généralités

Definition A.3.1. Un entier algébrique « est une solution d’une
équation de la forme : P(a) = 0, oui le polynome P(X) € Z|X] est

unitaire : le coefficient de son terme de plus haut degré est 1.

Lemme A.3.2. Soit K un corps de nombres algébriques sur Q. Soit
a € K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. « est un entier algébrique.

2. Z|«a] est un Z-module de type fini.
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3. 1l existe un sous anneau A de K contenant « et qui est un
Z-module de type fini.

Démonstration. — 1 — 2.Comme @" = —(ay_1@" '+ -+ay),

le Z-module engendré par 1, «, . . ., "1 fait I’ affaire.
— 2 — 3 est évident.

— 3 — 1. Soit un anneau A C K qui contient @ et qui est un
Z-module de type fini. Soient 8, . . ., 8, qui engendrent A sur
Z. Pour tout i, @f3; € A et on peut écrire : af5; = Zj a;ijBi, i.
e., Zj cijfi = 0 avec ¢;; = ad;; — a;j. Le déterminant de la
matrice ¢;; est nul. C’est un polyndme en « qui est unitaire et
a coefficients entiers.

O

Notation A.3.3. On note Ok I’ensemble des entiers algébriques sur

Z contenus dans le corps K.
Lemme A.3.4. Ok est un anneau.

Démonstration. Soient a, B € Ok. Alors Z[a] et Z[B] sont de rangs
finis sur Z. Donc Z[a, B] est de rang fini sur Z. Donc a + 8 et a8

appartiennent a Ok . O

Lemme A.3.5. Ok est un Z-module libre de rang n

Démonstration. 1. Soit {a1, .., @, } une base de K sur Q. Chaque
a; satisfait a une équation algébrique a coefficients dans Q,
donc par multiplication par le produit de dénominateurs a une

équation du type : a; , X" + ai,n_lX”‘l +...a;0=0,q; € Z.

139



Annexe A Nombres algébriques

2. On pose B; = a; »;. Chaque §; est entier sur Z.

3. Donc {84, .., Bxn} est une base de K sur Q contenue dans Ok.

4. D’apres A.1.25, il existe une autre base {y1, .., ¥, } de K sur Q
telle que Tk /o(Biyj) = 0ij-

5. Soit 1 € Og. On peut I’écrire A = ) ; b;y; avec b; € Q.

6. Pour tout i, A8; € Og. Donc Tk o(Af;) € Z.

7. Or:

Tko(dy;) = TK/Q(Z biBiyj) = Z biTko(Biyj) =bj €Z

8. Donc A est contenu dans le sous module libre de base {1, .., ¥ }
]
A.3.2 Idéaux fractionnaires

Definition A.3.6. Dans Ok , le produit ab de deux idéaux a et b est

le sous ensemble des sommes finies : Y,; @;B5; out a; € a, B; € b.

Definition A.3.7. Linverse a=' d’un idéal a C Ok est le sous

ensemble de K : {u € K tels que au € Ok pour tout a € a}

Definition A.3.8. Un idéal fractionnaire est de la forme a~'b, oii a

et b sont des idéaux de A.

Lemme A.3.9. Les idéaux fractionnaires forment un groupe multi-

plicatif.
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Démonstration. On vérifie immédiatement les axiomes de définition
d’un groupe.

1. La multiplication est associative

2. L’élément neutre est A lui méme.

3. Linverse de a~!b est b~ la.

A.3.3 Norme absolue

Definition A.3.10. La norme absolue d’un idéal a C Ok, est donnée
par ||a]l = #(Ok /a).
Lemme A.3.11. Soit K un corps de nombres algébriques. Soit @ €
Ok, et (a) l'idéal qu’il engendre, alors Nk g(a) = ||(Ok /(@)]|.
Démonstration. 1. Nk/o(a) est le déterminant de la multiplica-
tion par a dans Og.
2. C’est I’indice du Z-module engendré par @ dans Ok.

3. C’est le cardinal de Ok /[«].

Lemme A.3.12. |jab]| = |[a]| [|0]|

Démonstration. 1. Si (ab) = 1, alors (Og/ab) ~ (Og/a) X
(Ok /b) et [|abl| = [la]| [[b]].
2. Si p est premier, alors (Og/p™)/(Og/p""') =~ (Og/p) et
ol = lell™.
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A.3.4 Idéaux premiers

Lemme A.3.13. Tout idéal premier p de Ok différent de {0} est

maximal : Ok [p est un corps.

Démonstration. 1. Soit B € p, B # 0. Soit P(X) = ap + a1 X +
-+ X" € Z[X] de degré minimal tel que P(B) = 0. Alors ag
est différente de O et ap = —(a1 B+ --- + B") € Z( p. Donc
Z () p est différent de {0}.

2. C’est un idéal premier de Z. Il est de la forme Z (\p = pZ.

a) Z(p est le noyau de I’homomorphisme composé sui-
vant: Z — Og — Ok /.

b) Il y a un homomorphisme injectif : Z/Z (\p — Ok /p.

c) Il est évident qu’un sous anneau d’un anneau inteégre est

integre. Donc Z (1) p est premier.

3. LecorpsF, = Z/pZestun sous anneau de B = Ok /p. Chaque
élément du second anneau est entier sur le premier. Le premier

est un corps. Le second est un corps :

a) Soit B € B, B # 0 avec B € Ok. Alors B est solution
d’une équation P(B8) = 0 avec P € Z[X].Ona P(B) = 0

et donc F,[5] est un espace vectoriel de dimension finie

sur Fp,.

b) Lapplication linéaire @ — a3 est une application F,

linéaire de F,[S] dans lui méme. Elle est injective car

Fp[,E] est integre. Elle est entre espaces vectoriels de
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dimension finie. Elle est donc surjective. Et il existe y
tel que y8 = 1
¢) S est inversible.

O

Lemme A.3.14. Tout idéal a de Ok se décompose de facon unique

en idéaux premiers : a = [[; pfi, e; € N.

Démonstration. Existence :

1. Soit S I’ensemble des idéaux sans factorisation. Supposons
que S est non vide.

2. Soit alors a un idéal qui est maximal parmi tous les idéaux
sans factorisation : tout idéal b intermédiaire entre a et Ok a
une factorisation.

3. Par définition a n’est pas premier et est strictement contenu
dans un idéal premier p

4. Soitr = p~la.Ona:a Cr ¢ Ok. En effet, a C p implique
que p~la € Ok. Et, si p~la = O, alors p = a, ce qui est
contradictoire.

5. Donc r a une factorisation q; . . . q,,. Et a a une factorisation :
qr...qm-.

6. S est vide.

Unicité :
1. Supposons que ’on ait p; ... p, = qi ...0q, avec p; # g; pour

tout j.

143



Annexe A Nombres algébriques

2. Soit alors, pour tout j, a; € q;, & ;.
3. Alors []; @; € [1; 9= [1;pi C p1.

4. Ce qui est contradictoire puisque p; est premier.

A.3.5 Décomposition des idéaux premiers

Lemme A.3.15. Soit p € Z un nombre premier. Il existe un nombre
fini d’idéaux propres de Ok qui contiennent (p). Et on peut écrire
POk = [lier p;', ei €N

Démonstration. Cas particulier de A.3.14. O

Definition A.3.16. L’idéal p; est dit au dessus de p. L’entier e; est

Uindice de ramification de p;.
Lemme A.3.17. Z(\p; = (p)

Démonstration. 11 est évident que (p) C Z(\p;. Sin € Z(\p; et
n ¢ (p), alors p et n sont premiers entre eux dans Z; il existe u et v

tels que nu + pv = 1; on en déduit que 1 € p; et p; = Ok. m|
Lemme A.3.18. Le corps Ok /p; est une extension du corps Z/pZ.

Démonstration. Découle immédiatement du précédent. Voir la fi-

gure A.1. O

Definition A.3.19. Le degré de ’extension [Ok [v; : Z/pZ], noté f;,

est l'indice de décomposition de p;.
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Z — Ok

L

Z[/pZ —— Ox/v;

Ficure A.1 — Lextension [Ok /v; : Z/pZ]

Lemme A.3.20. [/ existe un isomorphisme canonique :
Ok/pOk — l_[ Ok v}’

Démonstration. Théoréme chinois des restes.
Lemme A.3.21. [l existe un isomorphisme canonique :
Ok/p — pj/pj+i
Lemme A.3.22. Si’extension K : Q est de degré n, n = Y ; e; f;.

Démonstration. Prendre les normes.

Nk (pOk)
Nk (pOx)

#(Ok /pOk) = p"

[ [¥Goe =] [oofye = pRede
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Lemme A.3.23. Si ’extension K : Q est galoisienne de degré n,

tous les e; ont la méme valeur e, tous les f; ont la méme valeur f et

n=gpef.

Démonstration. SipOg = [1;c;p;', e; € Neto € G, alors il existe

Jj tel que o (p;) = pj. Et e; = e;. Et Ok /p; est isomorphe a Ok /p;.

Donc f; = f;. O

Definition A.3.24. Soit g, le nombre des idéaux p; au dessus de p.
1. lorsque g, = 1 et e; = 1, p est dit inerte dans Oy,

2. lorsque g, = 1 et certains e; sont supérieurs a 1, p est dit

complétement ramifié dans Ok

3. lorsque g, > 1 et certains e; sont supérieurs a 1, p est dit

ramifié dans Ok

4. lorsque g, > 1 et et tous les e; sont égaux a 1, p est dit
décomposé dans Ok
A.3.6 Discriminant et ramification

Definition A.3.25. Soit B un anneau qui est A-module libre de rang
fini sur A. Pour b € B, on note Tg; (D) la trace de la multiplication
par b dans B. Soit (ey, . . ., e,) une base de B sur A. Le discriminant

de cette base est donné par :

Dgaler,...,eq) = detTg aleie;)

146



Annexe A Nombres algébriques

Lemme A.3.26. Si (fi,..., f,) est une autre base de B sur A, et M

est la matrice de changement de base, on a :

Dgja(fis-- - fn) = (detM)*Dga(er,. .., en)

Démonstration. M&me preuve que pour les discriminants sur les

corps. ]

Definition A.3.27. Le discriminant de B sur A, D 5(B) est donné par
Dpga(ey, ..., e,) pour une base quelconque. Il est défini au carré

d’une unité pres.
Lemme A.3.28. Dz(OK) = Dz/pz(OK/pOK) (l’l’lOd p).

Démonstration. Soit w; une base de Ok sur Z. On a Oy = ®Zw;.
Alors w; est une base de Ok /pOk sur Z/pZ. On a Ok /pOk =
®(Z/pZ)w;. Soit x € Ok et m, 1a matrice de la multiplication par x
dans Ok. Elle se réduit modulo p a la matrice de la multiplication

par x dans (Ok /pOx). On applique la définition du discriminant. O

Lemme A.3.29. Soient B; et B, deux anneaux qui sont des A mo-
dules libres de type fini. Alors Da(B; X By) = DA(B1)D a(B>).

Démonstration. On concaténe une base (ey,...,e,) de B; et une

base (fi,..., fin) de By. On a successivement : T(g,xB,)/a(€i€;) =

T a(eief), Tig,xpy) AUk f1) = Ty a(fifi) et T xpy) alei fi) = 0.
On développe les définitions. O

Lemme A.3.30. Dz/pz(OK/pOK) = Hi Dz/pz (OK/pfi).
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Démonstration. Immédiat a partir du lemme précédent et de A.3.20
o

Lemme A.3.31. La trace d’un endomorphisme L nilpotent, i.e. tel

que L' = 0 pour un entier m, est nulle.

Démonstration. 1l suffit de démontrer ce résultat lorsque I’on consi-
dére L comme un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimen-
sion m sur K ot K est une cloture algébrique de K. Dans ce cadre
L est triangulable. Comme L = 0, toutes les valeurs propres de L

sont nulles ; donc la trace de L est nulle. O

Lemme A.3.32. Dz,,7 (Og/p®) = 0 (mod p) si et seulement si
e> 1.

Démonstration. 1. Sie > 1, soitw € p, w ¢ p°. Il est clair que
w est nilpotent. Soit (w, Wy, . . ., wy,) une base de Ok /pOk sur
Z/pZ commengant par w. Les nombres w w; sont nilpotents.
Donc leur trace est nulle. La premiere colonne de la matrice

donnant le discriminant est nulle. Ce discriminant est nul.

2. Sie =1, Ok/p est un corps. Si le discriminant est égal a
z€ro, alors la fonction trace est nulle. Mais ce n’est pas le cas
d’apres A.2.13.

]

Théoreme A.3.33. p se ramifie si et seulement si il divise le discri-

minant Dz(Ok).
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Démonstration. On met en ordre les lemmes précédents.
1. pdivise Dz(Ok) si et seulement si I'un des Dyz,7(Ok /v¢') =
0 (mod p).
2. D7),z (0Ok/p°) =0 (mod p) si et seulement si e > 1.

O

Lemme A.3.34. Soient a et B deux entiers algébriques tels que
Z(a) N Z(B) = Z. Soit p un nombre premier. S’il ne se ramifie ni
dans Z(«), ni dans Z(B), il ne se ramifie pas dans Z(a,f3)

Démonstration. Soient Op, = Z(«), Ox = Z(B), Ok = Z(«, 8). On
écrit pOr = [1; %i, POk = [1; ;. pOkL = [1x1;*. Considérons
1y, il est situé au dessus d’un p; et d’'un q; : on a v (1O = p; et
1 () Ok = qj.

Comme Or Ok =Z, v (1Z=p; (10 =q; (1 OL.

1% () Z est un ideal de Z. Soit s tel que que 1 (Z = (s).

A.4 Classes d’idéaux

A.4.1 Idéaux fractionnaires

Lemme A.4.1. Un idéal fractionnaire | de K est de la forme :
f= ]_[f:l pfi, ou chaque p; est un idéal premier de Ok et e; € Z. On
a:fcK
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Démonstration. Immédiate d’apres la définition des idéaux fraction-

naires (A.3.8) et le théoréme de décomposition (A.3.14). O

Definition A.4.2. a € K engendre un idéal fractionnaire principal
(@) ={ay |y €Ok}

Lemme A.4.3. Le groupe des idéaux fractionnaires principaux est

un sous groupe du groupe des idéaux fractionnaires.
Démonstration. Evidente. O

Definition A.4.4. Le groupe des classes d’idéaux est le quotient
du groupe des idéaux fractionnaires par le sous groupe des idéaux

fractionnaires principaux.

A.4.2 Finitude du nombre de classes

Soit o~ un automorphisme de K. Si o7(K) C R, o est dit réel. Soit r
le nombre d’automorphisems réels de K. Sinon, il est dit complexe. A
tout automorphisme complexe o est associé son conjugué complexe
o :0(a) = o(a); ona: o # . Soit s le nombre de paires
(o, o) d’automorphismes complexes de K. On a [K : Q] = n =
r + 2s. On ordonne les automorphimes de K de la fagon suivante :

(0-1’- 0 Orgls e o5 Orts, Op g, - --’0-r+s)-

Definition A.4.5. Le plongement canonique est I’application C :
K — R"XC* définiepara € K — C(a) = (o(a),. .., 00 (@), 0rs1(@), ..., orrs(@
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Definition A.4.6. La norme géométrique est ’application N : R" X
CS — R définie par x = (X1,.. ., Xp, Xpsls -+ 5 Xrps) — N(x) =

|x1|--|xr||xr+1|2--|xr+s|2-

Lemme A.4.7. Soit M un module libre rang n = r +2s de K. Soit x;
une base de M. Alors C(M) est un réseau de R™*** dont le volume

est u(C(M)) = 27%| det(oi(x;))|-

Démonstration. Les composants de C(x;) dans la base canonique
de R sont :

o1 (xi)s ooy or(x1), ROy 1 (X)) -« oy ROy s (x0)) F(Orp1 (x), - - -, T 45(xi))

Le volume de C(M) est le déterminant :

orx) ... or) Rlope(x1)) oo R(oras(x1)) B(opsr(x1) ... Foras(xr))
orx)) ... or(x) Ropri(x)) oo Rloras(x1)) F(opar(x1) ... F(oresxr))
Pour n > r, on pose :

oi(x;) — oi(xj)
2

oi(xj) + oi(x;)

R(oi(xg)) = >

I(oi(xj)) =

Avec ce changement, le volume de C(M) est donné par :

o(x1) ... opx)) ora(x) ..o oras(x) orr(x) ... Trrs(xr)
o1(xn) .. or(xn) orr1(xn) .. Oras(xn)  Tri1(xn) ... Tres(xn)
O

Lemme A.4.8. L'image de Ok par C est un réseau de R™**5. Soit a
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un idéal de Ok, C(a) est un réseau de RS, Et :

2—S [|D|
27°Y|D| N())
Démonstration. Ok et a sont des Z modules libres de rang n. Si (x;)

est une Z-base de Ok, on a D = det (O’i(Xj))2. Donc V(C(Ok)) =
2-"+/D. Pour la seconde égalité, on utilise le fait que C(a) est un sous

V(C(Ok))
V(C(a))

groupe d’indice N(a) et qu'un domaine fondamental de C(Og) est

obtenue en concaténant N(a) domaines fondamentaux de C(a). 0O

Lemme A.4.9. Soit a un idéal de Og. Alors a contient un élément

a tel que
4\ n!
IN(a)] < (—) —n\/BN(a)
n] n

Démonstration. 1. Pour x > 0, soit B, ¢ R"C® donné par :

B, :{(yl,...,yr,zl,...,zs,) | Z|yi| +ZZ|ZJ-| < x}
i J

B, est compact, convexe et symétrique par rapport a I’origine.

Son volume est :

s (TS X"
u(By) = 2 (5) P}
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2. Soit x tel que x"* =2""7~n!y/|D|N(a). Ona:

2792"\|D|N(a) = 2"V(C(a))

m\s 2" " n~5n!+/|D|N(a)

sy = 2 (3) =
2 n!

3. D’apres A.6.6, il existe @ € a tel que C(@) € By.

4. On a, en utilisant I’inégalité entre moyenne arithmétique et

moyenne géométrique :

[ Tiow@ [ i@’
=1

i=1 j

1 ¢ 2 < ’
=Y loi@)] + = ) o)

n = n =
X

27DV (4) 2 VDN()
n

n
n" n b

IN()|

IA

IA

O

Lemme A.4.10. Toute classe d’idéaux contient un idéal entier b tel
que

nl’t

N(b) < (%)Sn—!\/ﬁ

1

Démonstration. Soit a un idéal de la classe donnée tel que a™" est

entier. Soit @ donné par le lemme précédent. Alors b = ca™! satisfait
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I’inégalité cherchée :

N@®) = N(@N@™) < (f)s " VDN(@NG@) = (f)s " Vb
] n" ] n"
]
Théoreme A.4.11. € est fini.
Démonstration. 1. Le nombre des idéaux entiers b dont la norme

est un entier donné ¢ est fini. En effet on a pour un tel idéal :
#(A/b) = g. Donc g € b. Or ce n’est possible que pour un

nombre fini d’idéaux.
2. On applique alors le lemme précédent.

O

Lemme A.4.12. Soit c l'ordre de C. Ok est principal si et seulement
si ¢ = 1. Pour tout idéal a, a¢ est principal. Si a est tel que a¢ est

principal alors, d divise c.

Démonstration. Immédiat d’apres les définitions et les résultats pré-

cédents. ]

S
Definition A.4.13. Le nombre Mg = (%) :—,‘, VD est appelé constante
de Minkowski
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A.5 Unités

A.5.1 Théoréme des unités

Definition A.5.1. Le plongement logarithmique est [’application
L : K* — R"™* définie par :

L(@) = (log [o1(@)l, ..., log |0 (@)}, 1og [07+1 (@)L, ... Iog [+, (@)])

Dans les démonstrations qui suivent, on utilise les notations sui-

vantes :
1. H c R" est I’hyperplan d’équation
r+s

Zr:xj+2 > x=0

j=1 j=r+1

Compte tenu cette relation, une forme linéaire sur H c R™**
est définie par r + s — 1 nombres : f(y,...yr4s) = €1y1 +
ot Crys—1Yras-1-

2. Uk est le groupe des unités de K.

3. L(Uy) est I'image de Uk par le plongement logarithmique L.
Théoreme A.5.2. Uy est le produit d’un groupe cyclique fini par un
groupe abélien d’ordre r + s — 1.

Démonstration. Nous allons prouver les lemmes suivants :

1. La fonction L applique Uk dans H.
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2. Son noyau est un groupe cyclique fini.
3. Son image est un sous module de H

4. Si f estune application linéaire non nulle sur W, alors il existe
une unité v € Uk telle que f(L(v)) # 0.

Lemme A.5.3.

Le noyau de L : Ux — R est constitué des racines de ’unité

contenues dans Ok.

Démonstration. Pour tout o et toute unité V, on a |o(v)| = 1. Le
noyau de L : Ux — R’ est borné, donc il est fini. Donc il est

cyclique. O
Lemme A.54. L(Ukx) C H.

Démonstration. Soit v € Ux. Montrons que L(v) € H.On a:

r+s

l—[crk(V) [T lovol = Noy=1

k=r+1
On prend le logarithme
r+s

Zloglo-k(v)|+2 Z log|ow(v)] = logy/N(v)=1logl =0

k=r+1

Donc L(v) = (log |1 (v)], . .., log o ()], log |oy11(V)], . . ., log |oy45(V)]) €
H. |
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Lemme A.5.5. L(Uk) est un sous module de R"™* de rang inférieur

ouégalar+s—1.

Démonstration. L(Ug) C H et H est un sous espace vectoriel de

R”*S de dimension r + s — 1. O

Soit, dans ce qui suit, A > 2"(27)~%+/|D]|.

Lemme A.5.6. A une suite de nombres positifsy = (¢, ..., Cr, Cra1, .
R™*5~1 on associe cy4s tel que ¢y ...cr (Cryit ... cr+s)2 = A. Alors

il existe un entier ay € Ok tel que, pour 1 <i <r +s, onait :

0 <logc; —log|oi(A)| < log A

Démonstration. 1. Soit S; ¢ R"™*25_ I’ensemble des vecteurs x
tels que :
: 2 2 2 .
|x;)| < cipour1 <i<r , |x|"+|xiwsl” < ¢ pourr <i <

Ona:u(Sy) =2"n%A = 2" 52"+ 2 (2n)~54/|D| = 2"2754/|D|.
Rappelons que : V(C(Ok)) = 2“\/@ d’apreés A.4.8. Donc
u(Sy) > 2"V(C(Ok)). Lensemble S, est symétrique par rap-
port a I’origine, borné et u(S,) > 2"V(C(Ok)). On applique
A.6.6: @y € S)()C(Ok) n’est pas réduit a 0. Il existe @y non
nul dans Ok tel que C(a,) € Sa.

2. ayesttel que 1 < |N(@a)| < A; en effet, a, est entier et

IN(ay)| = 1;etpouri < r,|oi(@y)| < ¢j,pourr+1 <i < r+s,
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|oi(@)* < . Done N(aa) = [Ty ox(@) [T, low(an)] <

A. D’autre part : pour tout i

> — = —
z(CY/l) Ci

o)l = N(an) ]_[

Donc ¢;/A < |oi(a)| < ¢;. Et: 0 < loge; —log|oy(Ay)] <
log A.
m|

Lemme A.5.7. Soit f une forme linéaire sur W définie par f(y1, ... Vr+s) =

e1y1+ -+ eris—1Yr+s—1» alorsona :

r+s—1

< logA Z le;i]

i=1

r+s—1

’f(L(ou)) - > eilogc;

i=1

Démonstration. On développe et on utilise le lemme précédent :

r+s—1 r+s—1 r+s—1
‘f(L(Cm))— Z eilogc;| = Z e;log |oi(a,)| - Z e;logc;
i=1 i=1 i=1
r+s—1 r+s—1
< ) leilflogloi(@y) —ef| < > leillogA
i=1 i=1
|

Lemme A.5.8. Il existe une une unité v telle que f(L(nu)) # O.

Démonstration. 1. Soit: B> logA Y%~ Uesl.
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2. Soit & entier positif. On lui associe r + s — 1 nombres ¢; tels
que ) ; e;logc; = 2Bh. On considere ’entier associé a ces
nombres selon le lemme A.5.6; on note ay, cet entier. Il est de

norme inférieure a A.

3. On a, d’apres le lemme précédent : |f(L(ay)) —2Bh| < B.
Donc: (2h—1)B < f(L(ay)) < (2h+1)B . Donc les nombres
f(L(ap)) sont tous différents.

4. Les idéaux principaux de Ok de norme < A sont en nombre
fini. Il existe donc deux nombres différents & et k tels que
(apn) = (ax). Donc une unité v telle que @y = vay. On a alors
f(L(O) = f(L(ap))— f(L(ax)) # 0 : il existe une une unité v
telle que f(L(v)) # 0.

A.6 Réseaux de R”

Definition A.6.1. Unréseau de R" en est un sous groupe additif dis-
cret (son intersection avec un sous ensemble borné est un ensemble
fini), qui est aussi un sous module libre de rang n. Une base E d’un

réseau en est une partie libre et génératrice (e, . . ., ey).

Definition A.6.2. SoitE = (eq, . . ., e,) une base d’un réseau réseau.
Le parallélépipéde fondamental est I’ensemble {x = }; x;ej | 0 <
X < 1}
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Definition A.6.3. Le volume d’un réseau R est égal au volume de

son parallélépipéde fondamental. Il vaut : V(R) = |det(E)].

Lemme A.6.4. Le volume d’un réseau ne dépend pas de la base

choisie.

Démonstration. Si on a une autre base F, il existe une applica-
tion linéaire de déterminant +1 transformant I’une en 1’autre. Alors
|det(E)| = |det(M F)| = |det(M) det(F)| = |det(F)| |

Théoreme A.6.5. Soient R un réseau de R" et B un sous-ensemble
mesurable de R"™. Si u(B) > V(R), il existe x, y distincts dans B tels
que x —y € R.

Démonstration. Soit E une base. Soit P le parallélépipede corres-

pondant.

1. Comme B est la réunion disjointe des B(\(h + P), h € R, on
a: u(B) = X u(B(h + P)).

2. Maisona:B(J(h+P)=(-h+B)P

3. Les ensembles B ()(—h + P) ne sont pas sont disjoints : sinon
on a aurait v(R) = u(P) = X, u(B(\(=h + P)) > u(B). Ce
qui contredit I’hypotheése du lemme.

4. Dongc, il existe h et h’ tels que B(\(=h + P)(\(=h" + P) # 0.

Il existe x,y € Btelsque —h+x = —-h'+y. Alors x —y =
h—h"€Retx #y.
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Théoreme A.6.6. Soient R un réseau et B un sous-ensemble me-
surable de R™ convexe et symétrique par rapport a lorigine. Si
u(B) > 2"V(R). Alors B(\ R # {0}.

Démonstration. On applique A.6.5 a I’ensemble (1/2)B. On a :
u((1/2)B) = u(B)/2"™. Nl existe x,y € (1/2)B, tels que x —y € R.
Alors x —y € B(\R. O

Lemme A.6.7. Soit H un R-espace vectoriel sur de dimensions n.

Soit G un sous groupe discret de H.
1. Soit P une partie bornée de H, alors G (1 P est fini.
2. G est un Z-module de rang < n.

3. S’il existe M C H bornée telle que M + G = H, alors G est

est un Z-module de rang n.

Lemme A.6.8. Soit B une partie compacte de R™, alors L™'(B) (N U

est un ensemble fini.

Démonstration. Soit @ € L™Y(B) (N Ux. 1l existe M tel que e <
log |o;(@)| < M pour 1 < i < m. Soit |o(a)| < eM. Les o;() sont
racines dans C du polyndome minimal de @. Les coefficients de ce
polyndme sont les fonctions symétriques élémentaires des o (@) ; ils
sont bornés. Ils sont entiers, le degré de « est inférieura/ — 1, il n’y
a qu'un nombre fini de polyndomes satisfaisant & ces conditions. Il

n’y a qu'un nombre fini de valeurs de @ possibles. O
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