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Chapitre 1
Introduction

Intéressons-nous a la somme :

I TS T ol
1+§+§+47+5—2+... = 1_2

i1
Lemme 1.0.1. Cette somme est absolument convergente.

Démonstration. Pour 1 <i < x <i+1l,ona:1/i <1/(x-1),

d’ou :
Nl N i+11 N i+1 1
- = 1+ / .—dXSl‘F / —dx

;12 Fzz P ; i (x=1)2

N+1 1 N+1
= 1+/ ———dx =1+ |- =l-—+1<2
2 ()C—l)2 x—12
O



Chapitre 1 Introduction

1.1 Un calcul

Théoreme 1.1.1.

Démonstration. Comme la somme est absolument convergente :

Zl l+l+l+i+i+i+
2 479 16 25 36

Donc :

Mais :



Chapitre 1 Introduction

Et
1 et
— = xydxdy
Sy -
1 pl 1 pl 1
= //2x2"y2"dxdy=/ / ————dxdy
o Jo o Jo 1-x%y?

n>0

On fait le changement de variables

sin u sin v
= y =
cos v cosu
1-— y2 1- x2
u = arctan | x 5 v = arctan| y 2
Le Jacobien est
cos u sin u sin v ) in2
— cos Vv cos2 v — l_w — l_xzyz
sinusiny  cosv cos2 v cos?y
cos2 v cosu

Lintervalle d’intégration devient I’ensemble A des couples (i, v) tels
queu >0,v > 0,u+v < /2. La surface de ce triangle, rectangle,

isocele de coté 7/2, est 72/8. Donc :

1 1 2
1

//—dxdy = //dudv=ﬂ—

o Jo 1-x2y? A 8



Chapitre 1 Introduction

Et

1.2 Une décomposition

Théoreme 1.2.1.

Démonstration. Soit p un nombre premier et I, I’ensemble de ses

puissances : I, = {1, p, P2 p’, ...} Alors

1 1 1
ZI_Z - Zﬁzl_p—z

iel, j=0

Soient p et g deux nombres premiers; I, et I, sont disjoints ; soit
I,,4 I'ensemble des produits d’un élément de 1, et d’un élément de
I,. Alors

1 1 1 1 1
2 E T LBRLETT AT
r q

D’apres le théoreme fondamental de I’arithmétique tout nombre



Chapitre 1 Introduction

entier s’ écrit comme produit fini de puissances de nombres premiers :
p

Il est équivalent de dire que i appartient a I, , . p, , OU

1. les p; sont les nombres premiers qui apparaissent dans la
décomposition de i

2. Iy p,...p, désigne I’ensemble des produits d’éléments des 1),

On considere les ensembles J,, = I,,,,,..p, OU les p; sont les

nombres premiers plus petits que n. On a :

ie, ps<n p
Ona:
1 1 1
2 2 27 2 z
lZl ieJn ngn
Mais :

igJ, i>n



Chapitre 1 Introduction

Comme la série de terme général 1/i% converge, on a

On récapitule :

1
4 -

i>1

1
lim =5 = 0
n—-+00 4 l
i>n

Jdim S tim 5= lim )

i€y, i¢J, i€Jp
. 1 1
lim — = l_[ -
n—>+oop§n1_p » 1_p

10



Chapitre 2

La fonction [

2.1 Définition

Definition 2.1.1. Pour s € C, Rs > 1,

(o = Y-

ns
n>1

Théoreme 2.1.2. La fonction { est une fonction holomorphe définie
pour Rs > 1.

Démonstration. On écrit, pour Rs > 1 :
1 T d e e
1 _ / [x]:[ﬂ] +S/ [x] dx
ns 1 xS x5 |1 1 xs+1
2 2 2

+00
s / x] dx

1 xs+1

11



Chapitre 2 La fonction {

La série converge absolument pour Rs > s > 1 :

+00
< |s|/ dx = |s|/ —dx < 00

Le résultat est dérivable :

+0o0 +0o0 +o00
i Lx] dx = i [x] dx = — [x] log xdx
1 1 xs+1 g

ds 1 x5+l ds xs+1

nS

n>1

2.2 Convergence et prolongement

Théoreme 2.2.1. La fonction ¢ qui est définie pour Rs > 1 se
prolonge pour Rs > 0 en une fonction méromorphe qui a un seul

poleen s = 1.

Démonstration. On a, pour Rs > 1

/+°° [x] . /+°°x—([]—X)
s dx =s _
1 xs+l 1 xv+l
+00 +0oo -
s/ al dx — s/ ud)c
| xs+l | xs+1
+00 _
s [T 0D,
s—1 1 x5+l

Comme 0 < x — [x] < 1, la derni€re partie de la formule définit une

4(s)

fonction holomorphe pour Rs > 0. Et le résultat.

12



Chapitre 2 La fonction {

2.3 Produit d’Euler

Théoreme 2.3.1. Pour R(s) > 1

1
{(s) = ]:[ =

Démonstration. C’est la conséquence du théoreme fondamental de

I’arithmétique. On a :

; _lp_s — Zp—ks

k>0

La démonstration qui a été donnée pour s = 2 en 1.2.1 se généra-
lise sans peine. Il y a équivalence entre les nombres entiers et les
produits finis de puissances finies de nombres premiers. Donc, for-
mellement, les deux expressions de £, somme et produit, coincident.

Elles convergent toutes les deux pour R(s) > 1. ]

2.4 Equation fonctionnelle et prolongement de
[ a tout le plan complexe

Soit 8(x) = 3,51 e™"'7% 1a définition et les propriétés de la

fonction 0 sont données en C.3.

Lemme 2.4.1. Pour R(s) > 1, 0ona:

Z(s) % r(%) x g% = /M 0(x)x3 dx
0

13



Chapitre 2 La fonction {

Démonstration. On a :

_s s 1 1 _s
TG = e

[l
o\
i
Q
&
N
=] &

+00
2 S d
= / e "y D avec le changement : x = n’*ny
0 y

Donc :
S —s _s N 1 _s S 1
(e)xT(G)xa? = x Zr(i);ﬁ = ;n T(3)—
+00 +oo
/ e—nznyy%@ = / Z e_nzﬁyy%ﬂ
Y0 y 0 - y
+eo sd
/ H(x)xf—x
0 X

Lemme 2.4.2. Pour R(s) > 1, ona:

S = +oo K 1-s dx 1
{(S)XF(E)XHZ = /1 9(x)(x2+x2)7—s(1_s)

Démonstration.

(s) xl“(%) X% /0+°° e(x)x%‘i—x

1 +00
/ H(x)x% @ + / Q(x)x% %
0 X 1 X

On fait le changement de variable y = % dans la premiere inté-

14



Chapitre 2 La fonction {

grale.

1 +00
g(S)XF(%)Xn’_TS = _/+ 0(1/)6))6_3%+‘/1‘ 6()5))5%%

o0

+00 1 +0c0
. 1. _.d .d
)X Ty xn? / O(x)x? + =38 +/ o(x)x:
2 1 X 1 X

2
too S =S d l too =S =S d
= / 0(x)(x2 +xlT)_x + _/ (xlT —x )_x
X 2 1
oo s dx 1] 1 1
= H 2 4+4x 2 )— + — J—
J e ()
+oo s 1-s dx 1
= 9 2 ) — —
‘/1 (X)(x2 +x77) T
O

Théoreme 2.4.3. Pour 0 < R(s) < 1l,ona:

(=(-s)
2

() X r(%) x1% = (1-s)x r(%) X 7

Démonstration. Découle de la proposition précédente et du principe

du prolongement analytique. O

Théoreme 2.4.4. La fonction { se prolonge a tout le plan complexe

et y vérifie I’équation fonctionnelle ci-dessus.

Ce théoreme résulte du principe du prolongement analytique, de

15



Chapitre 2 La fonction {

I’extension au demi-plan R(s) > 0 (2.4.4) et de I’équation fonction-
nelle dans la bande 0 < R(s) < 1 (2.4.3).

16



Chapitre 3

Majorations de [

3.1 Majorations élémentaires

Notation 3.1.1. Dans ce qui suit, un nombre complexe s’écrit :
s=0 +it

Lemme 3.1.2. Pour o > 1, 0ona: |{(o +it)| < (o)
Démonstration. |n~@+| = n=7.

Lemme 3.1.3. Pouro > l,ona: |{(o+it)| = 1/{(0)

Démonstration.

1{(o +it)]

]
[

1
>H(1 -‘T>——)

1 - p—(0'+it)

\%




Chapitre 3 Majorations de {

3.2 Majoration de / pour Rs > 1/2

Lemme 3.2.1. Pour Rs > 1/2, {(s) € O(s)

Démonstration. On a vu dans la démonstration de 2.2.1 que, pour
Rs>0:

IA

+00 _xl
st [ W
|S|/ (r+1

ISI—<2ISI
ag

IA

3.3 Le rapport de I’équation fonctionnelle

Definition 3.3.1. On note x(s) le rapport de I’équation fonction-

nelle :

1-s

() 7T
{1 -s) n2T(3)

x(s)

18



Chapitre 3 Majorations de {

Lemme 3.3.2. Ona:

ﬂ.szs—]

YT e Eme

Démonstration. D’apres la formule des compléments démontrée en
C2.7,0ona,avecu = 5 + % :
Vs

s 1 s 1
G+l -5-5) = ——
2 2 2 2 sinzt(5 + 3)

Soit

1-3s b4

) =

2 cos 71(3)

rC+ 2

D’apres la formule de duplication démontrée en C.2.12, on a, avec

_ 5.
M—z.

272 T(s)
25

rIre +3)

On divise ’'une par I’autre ces deux égalités.

r(is) . 2 rhas!
‘ = — X =
I'(3) cos m(3) zﬂ%r(s) cos(5)I(s)
Et
TR !
x(s) =

7 303)  cos(BII(s)

19



Chapitre 3 Majorations de {

Lemme 3.3.3. Dans une bande a < o < 3, x(s) € O(1~7*1/2),

Démonstration. 1. D’apres la formule de Stirling, démontrée en

C.2.14, dans une bande @ < o < 3, lorsque ¢ tend vers +co,

ona:
2 K
F(S) ~ 1’_71-(5)
N e
2. Ona:
|SS| — e—tArg[s]|s|0'

3. Dans une bande @ < o < 3, lorsque ¢ tend vers +oco : :

1

s zt
P ~ —e 2
|C°S( 2 )| 2¢

4. Donc :
) 8251 5251 (27re)s -zm\/?
N = = ~ | —— e —
X COS(%)F(S) lenTt [277{ (E)Y N T
2re\’
S

2 e
5. Dans une bande @ < o < B, lorsque ¢ tend vers +oo, Arg(s)

R

Lx ()l

nt s (27e\7 O jarg(s)rnp2 |3
Xe 2 X |—~|— X e ) XAl
n |s] T

20



Chapitre 3 Majorations de {

tend vers /2, donc |s|/t tend vers 1, et on peut écrire

2 g nt —nt t 1 o 1
|)((S)| = (E) Xe2 Xe 2 Xi]l— =~ (_) _t—0'+%
4 2me b

6. On a donc une relation

IA

Lx (o)l K(o)ls|=7*!?

avec

K(o)

1\ /1
2me T
Etpour @ < o < G,

lx(s)l = 0@+

3.4 Majoration de / pour Rs < 1/2

Lemme 3.4.1. Dans une bande a« < o < 1/2, on a : {(s) =
003/2—(1)

Démonstration. Ona:{(1—s) = (s)/ x(s). On vient de monter que
sis = o +it,dans une bande 1/2 < o < B,ona: {(s) € O(Jt]) et

21



Chapitre 3 Majorations de {

x(s) € O(t'/?=7). Donc, dans une telle bande :
{(1 _ S) — 0(t1+(r—1/2) — 0(t1/2+(r)

Soit s = o + it avec @ < o < 1/2. Alors 1 — s est de partie réelle
l—0o>1/2et

[(=s) = 0@2+1-0)) = o(32)

Donc, dans une bande o < o < 1/2, £(s) = O(£3/?7) O
Lemme 3.4.2. Dans la bande =3 < o < 1/2, £(s) = O(|t])

Démonstration. Corollaire du précédent. O

22



Chapitre 4

Zéros dans la bande critique

4.1 Distribution

Notation 4.1.1. Soit N(T) le nombre zéros de { dont la partie ima-

ginaire est comprise entre 0 et T.
Lemme 4.1.2. Majoration fondamentale. N(T+1)-N(T) < S5logT
Démonstration. 1. On considere la situation décrite dans la fi-
gure 4.1 avec R=6etr = 3.
2. £(s) est holomorphe autour du cercle dés que T > R.
3. lya N(T + 1) — N(T) zéros dans le carré gris.

4. On utilise le théoréeme de Borel, démontré en A.6.2, sur les
relations entre les zéros d’une fonction holomorphe et sa ma-
joration : si { a m zéros dans le petit disque, et si M est le

maximum de £ sur le grand cercle, on a :
6\" M
—_ S —_—
3 [£(2 +iT)|

23



Chapitre 4 Zéros dans la bande critique

A

Ficure 4.1 — Les zéros de partie imaginaires comprise entre 7 et T + 1
sont dans le carré gris, donc dans le petit disque.

5.0na:NT+1)-NT)<m

6. Le cercle extérieur est inclus dans 1’union des bandes —3 <
o < 1/2eto = 1/2.Dapres 3.4.1 et 3.4.2, il existe K
tel que, pour |0 + iT| = 6, |{(o +iT)| = O(T>). On a donc
M = O((T + 6)°) = O(T?)

7. D’apres 3.1.2 :

1

e = ‘@

24



Chapitre 4 Zéros dans la bande critique

8. On récapitule :

2m
2m

O(T°((2)) = O(T°)
K T3 pour un nombre K > 0

(logK +51ogT)/log?2

IA I

IA

m

IA

m 5logT pour T assez grand

N(T +1)-N(T) < S5SlogT

Lemme 4.1.3. N(¢r) < 5T logT

Démonstration. C’est une conséquence de la majoration 4.1.2 :

N(T) = Z(N(t+ 1) - N(1) < SZlogt <5T logT

t<T t<T

Lemme 4.1.4. N(T) = % log % - log % + O(logT)
Démonstration. A donner.
Lemme 4.1.5. p ~27n/logn

Démonstration. A donner.

25



Chapitre 4 Zéros dans la bande critique

Lemme 4.1.6. p,.1 — p, = 2n/logn

Démonstration. A donner.

4.2 Sommes sur les zéros

Lemme 4.2.1. Pour tout € > 0, il y a convergence de
1- —(] +€)
Jm, 2, I
[3(0)|<T

Démonstration.

Ipl—(1+6) Z |p|—(1+6)

0<I(p)|<T 0<t<T-1\t<I(p)<t+1

IA

< Z Z t—(1+e)
0<t<T-1 \t<I(p)<t+1
< > (N@+1)=N@)yro
O<t<T-1
< Z (51ogr)r~(1+€)
0<t<T-1
. —(1+e)
Tl—IH—]oo Z |p| < e

[S()I<T

26



Chapitre 4 Zéros dans la bande critique

Lemme 4.2.2. Il y a convergence de :
Toveo O lp(p + D]

Démonstration. Conséquence immédiate du lemme précédent et de

ce que : [p(p + 1) > |p|'*e. O

Lemme 4.2.3. Il y a convergence de :

1

lim E _—
Toeo (B (1= p)
Démonstration. 1. On écrit
1 1.1 1
1- = (= - N==(p—-=
p(1 = p) (2+(p 2))(2 (p 2))

1
1/4-(p- =)
/4=(p=3)
2. Il n’y a qu'un nombre fini de p tels que
15
=Pl < l(o-5)

3. Il suffit donc de monter que ., (0 — %)2 |~! converge. Or cela

se déduit immédiatement de 4.2.1.

27



Chapitre 4 Zéros dans la bande critique

Lemme 4.2.4. Il y a convergence de

1

li -

Am D, 2
[ Z(p)I<T

Démonstration. On applique 1’équation fonctionnelle :

1 1 1
Z;+Z;

|7 (0)<T | P 0<I(p)<T 0>71(p)>-T
1 1 1
" (_+1—): 2 Wip
0<I(p)<T P p 0<[(p)<Tp P

28



Chapitre 5
Les fonctions de Tchebycheff

Les fonctions de Tchebycheft sont trois fonctions assez faciles a
formuler qui simplifient considérablement I’analyse de la distribu-
tion des nombres premiers. C’est avec ces fonctions que Tchebycheff
a démontré les premiers résultats importants en direction du théo-

reme des nombres premiers.

29



Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

5.1 Définitions

Definition 5.1.1. p désignant un nombre premier et x un nombre

réel positif, on note :

M(x) = Z 1

p=<x
Ox) = > logp

p=<x
A) 0 si n a plusieurs facteurs distincts

n =
logp sinn’aque p pour facteur

p(x) = > AW

5.2 Lien avec la fonction /

Théoreme 5.2.1. Pour R(s) > 1,

_i((ss)) = ZA(n)rfS

Démonstration. Pour R(s) > 1,

(o) = []5 _lp_s

p

30



Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

J'(s) ., 1 o pllogp
{s) Z(l—p‘s)/l—p‘s_ ; -p

p

- Z (logp X Zp_-is) =— Z Amn™*
p J n

5.3 Equivalences sur les limites des fonctions
de Tchebycheff (1)

Lemme 5.3.1.

2nlog?2

7(2n) — n(n) <
logn

Démonstration. Un nombre premier p €]n, 2n] divise (2r)! mais pas
n!. Il divise donc (2:) = (2n)!/(n!)%. Donc

2n
[[ r={,
pEln,2n]
Mais

p> n7r(2n)—7r(n)

PEJn,2n]

31



Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

Et
2n
(2") <> (2”) < (14120 =22
n k
k=0
D’ou,
nﬂ(2n)—7r(n) < 22n
2nlog?2
n(2n) —n(n) < £ o8
logn
O
Lemme 5.3.2.
) —n(2yeo |2
2 log x
Démonstration. On majore n(x) — ([ x]). m|
Lemme 5.3.3.

n(x)logx € O(x)

Démonstration. On peut itérer j = [logx/log?2] fois la relation
532:

ﬂ(x)—n(%) € [1ogx/1ogz]o(lo’g‘ x)
= 0O(x)

32



Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

Lemme 5.3.4.
B(x) € O(x)
Démonstration.

B(x)

I
g
&
~

A\
S
A
=
N—
=)
[0)°]
=

Lemme 5.3.5.
U(x)-0kx) € Ox'? log x)
Démonstration. Avec au plus [log x/log 2] termes non nuls, on a :

y(x) = O(x)+0(x"?)+.--+0(x'm

W(x) -0 < O+ +0(x!")
logx oo 112
< log2®(x )
Y(x)-0(x) € Ox'"?logx)

33



Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

Théoreme 5.3.6. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

U(x) = x
Ox) = x
X
m(x) =
log x
Démonstration. 1. Lesdeux premicres sont équivalentes d’apres

5.35

2. Sim(x)~xlogx. Avec1 <y < x,ona:

(m(x) —m(y))logy < O(x) < nm(x)logx

Soit, pour x et y assez grands :

X y X
_ 1 < 0O < 1
(logx logy) ogy < O(x) < log x o8
X (loﬂ - X) < Ol <x
logx x

On fait y = x/(logx)2. On a: log y = log x — 2loglog x et

logy 'y  logx—2loglogx 1

logx x log x ~ (log x)?

tend vers 1 lorsque x tend vers +co.

3. Si ®(x) ~ x. On écrit :

(m(x) —n(y))logy < O(x) < n(x)logx

34



Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

On en déduit :
n(x)logy —0O(y) < O(x) < m(x)logx
Puisque Si ®(x) = x, pour x et y assez grands, on a :
r(x)logy -y < x <nr(x)logx

On fait y = x/(log x)?; log y = log x — 2loglog x.

n(x)(log x —loglog x) — T < x <n(x)logx
(log x)?
On divise par x
1 logl 1 1
7r(x)E —n(x) CE0EX _ < 1 < 7r(x)E
x X (log x)?

Et comme 7(x) € O(x/log x),ona:

logl
lim ﬂ(x)w =0

X—+00 X
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Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

5.4 Equivalences sur les limites des fonctions
de Tchebycheff (2)

Lemme 5.4.1. Soit 1/2 < 6 < 1. Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes;
Yy(x)—-x € O (xg(log x)z)

Bkx)—-x € O (xe(log x)z)

*d
m(x) — ¢ 0(x%logx
1 g

2 ogu

Démonstration. 1. D’apres 5.3.5, y(x) — O(x) € O(x'/?log x).
Etona: 6 > 1/2. Donc les deux premieres propriétés sont

équivalentes.

2. Ona:m(x)=2,<, 1 etdonc:

G)(x)zZlogpz/xM

= > logu
Ona:
/x du /x d(O(u) — u)
(x)— — = S
» logu 2 log u

- 2 * 1
-x 2 _ / ©u) — u)d—
log x log2 J, logu
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Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

3. Si@(x) - x € O (x?(log x)?),

BO(x) —x
W O(XHIng)
Et:
x 1 x du
[ ew-na— - [ (0~
Y0 2 du _ 0
€ 0(‘/2 (u” (logu) )u(logu)z) =0(x")
Donc
* du o(+01
w(x) — , @e (x ogx)
4. Si
* du
7r(x)—/2 Togu € O(xglogx)
On écrit :
o) = [ logydn(ydy
x Y du
(x-2) = /zlogyd(/2 logu)dy
X y d
O - (x1-2) = /2 logyd(chr(y)— /2 1oguu)dy

* du * Y du \ dy
logx(ﬂ(x)_/z logu)_ 2 (ﬂ(y)_/z 10gu)7
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Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

Finalement :
Bkx)-x € O (xg(log x)2) +0 (/ y? log y%) =0 (xg(log x)z)
2

O
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Chapitre 6

La fonction £ de Riemann

6.1 Définition
Definition 6.1.1. La fonction & de Riemann est donnée par :

s(s=1)

£ = -2

S, _s
rGn i)
Lemme 6.1.2. Ona: &(s) = £(1 - 5)
Démonstration. C’est I’équation fonctionnelle de £. O

Lemme 6.1.3. Les zéros non triviaux de C, i. e., de partie réelle

positive, sont exactement les zéros de &.

Démonstration. On sait que : (a) { a un pole simple en s = 1, (b)
Z(s)n’ani pole ni z€ro pour R(s) > 1, (¢) ['(s) a des pOles aux entiers
négatifs pairs, (d) I'(s) a un seul zéro en s = 1, { et I satisfont a
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Chapitre 6 La fonction € de Riemann

I’équation fonctionnelle 2.4.3 :

(=(-s)
2

() X r(%) x1? = (1-s)x r(%) X

Donc ¢ a deux types de zéros (a) les z€ros triviaux : ceux qui
correspondent aux pdles simples de I' aux entiers négatifs, (b) les
zéros non triviaux : les autres, et ils sont tels que 0 < R(s) < 1.

Ceux-ci sont les zéros de &. O

6.2 Ordre de croissance de ¢

Definition 6.2.1. Une fonction analytique sur C est d’ordre 1 si pour

tout €, il existe M tel que pour |z| > M :

1f(2)] < eI

Notation 6.2.2. On écrit que f(s) << g(s), si pour tout € > 0, il

existe M tel que pour tout |s| > m, on ait | f(s)| < |g(s)|'*.

Lemme 6.2.3. ¢ est d’ordre 1.
Démonstration. LVéquation fonctionnelle permet de ne considérer

des valeurs de s telles que R(s) > 1/2.On a:
1.

1 s
—s(s—Dr™2

1 _s
> = Ze 5 lognm (e2logs_elogs) << e|s|+log|s\ << e|s|
T
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Chapitre 6 La fonction € de Riemann

2. D’apres la formule de Stirling démontrée en C.2.14,
2 s
re = = (%)
S e

1 1
logT(s) = (s—i)logs—s+§log27r+0(1)

Et

log F(E) << |s|log]|s|
2

S .
F(E) << e|s|log|s| << e|s|

3.
s . —s-1
{(s) = —s [ {x}xldx
s—1 1
ol = Pl [
ls =1 1
< 24| _—lx_R(S)]w
R(s) |
1
< 2+|S|R(S)
{(s) << s

Et le résultat a partir de la définition de £ et de la définition de I’ordre

d’une fonction analytique (6.2.1). O
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Chapitre 6 La fonction € de Riemann

6.3 Décomposition de ¢

Théoreme 6.3.1. On a, la convergence du produit étant uniforme

sur tout compact,

&(s) = eA‘Hbﬂ(l—i)e;
o Y

Démonstration. C’est la conséquence du théoreme de décomposi-
tion de Weierstrass-Hadamard démontré en D.5.12 et du résultat
précédent 6.2.3. O
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Chapitre 7

Egalité de Riemann-von
Mangoldt

Rappelons que :
A() 0 si n a plusieurs facteurs distincts
n =
logp sinn’aque p pour facteur
p(x) = D AW

0
£(0)

Les résultats précédents indiquent deux décompositions en tant
que produit infini pour & et £, I’un mettant en jeu les nombres pre-
miers, 1’autre les zéros de {. L'égalité ci dessus, qui implique les

nombres premiers (via la fonction ) et les zéros de ¢ (explicite-
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

ment), sera obtenue en calculant des deux facons correspondantes la

somme :

1 a+ioco éw/(s) SdS
X

ﬂ a—ico {(S) T

7.1 Dérivées logarithmiques de ¢ et

Lemme 7.1.1. Pour s + 2n,

Tr@)y 1y S s
rs) _§_§+;2i(2i+s)

Démonstration. D’apres la formule du produit pour I' (C.2.6), si

—-s¢N,ona:
B ser ﬁ(l + f)e_é
B i=1 i

Et:

+00

1 N s
r = -7 1+ ) et
() = S [faste

i=1
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

Et:
r'(s) _ (%)’+(e~y5)'+§’j B ey
O O NI R
1 (-1 1 1 - s
= ———y+ — ===y +
s 7 ;(i+s i) s 7 ;i(i+s)
Finalement
Q) "G 1 2 S 1 S
Ter 1@ 12 s oLy s
r'(3) 2T() 2\ s — i(2i +5) s 2 — 2i(2i + )
m|
Lemme 7.1.2.
2y ! lo
= —=lognm
71'_% 2 &
Démonstration. Calcul élémentaire O
Lemme 7.1.3.
’ _ too ’
&'(s) _ 1 2s_10g7r_l_z+z . s +Zj(s)
&(s) s(1-1s) 2 s 2 — 2i2i+5)  L(s)
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

Démonstration.

t0) = et

£s) -5y @3y TG )
£s)  s(-s) 2% T T L)

Co0-2s logr 1y S s )
T os(l-v) 2 s 2 Z:21(21'+s)+{(s)
_o_ L deem y v s L)
T 155 2 2+;2i(21+s) 2(s)

Lemme 7.1.4. [l existe une constante A telle que

&'(s) . s
= A+ 1
f(s) * T—1>Too syt p(s — p)

Démonstration. On utilise la formule 6.3.1 qui donne la décompo-

sition de £ ; on a, la convergence du produit étant uniforme sur tout
compact :

&(s) = eAHhﬂ(l—i)e;
o p

Alors, la convergence de la somme sur les zéros n’étant pas forcément
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

uniforme :
’ As+b\7 1- i)’ Y
o 5 (1)
&(s) e —>+003(p)<T - ;) er
1 1
= A+ lim Z (—+—)
T—+00 S(o<r -p P
= A+ lim il
T Lo p(s = p)
O
Lemme 7.1.5.
Z'(s) . s 1 logm vy = s
= A+ lim Z + - + = - Z Y e —
() T—+c0 st p(s—p) 1-s 2 2 — 2i(2i + )
Démonstration. Découle des deux égalités précédentes. O
Lemme 7.1.6.
! 1
4 - £O logm
£(0) 2

Démonstration. On fait s = 0. O
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

7.2 Intégrale de la dérivée logarithmique de (.
(A)

Lemme 7.2.1.

1 a+iT x5 xé
—/ —ds| < ——— pour x<1
2in Jair S 7T |log x|
1 a+iT x5 a
—/ —ds -1
278 Joir S

Démonstration. 1. Six < 1. On considere le contour représenté

pour x> 1

< —_—
nT|log x|

sur la gauche de la figure 7.1 avec r(T) = T. La fonction
n’a pas de pdle intérieur. Les intégrales sur les segments en

pointillé tendent vers O quand 7 tend vers I’infini :

Ficure 7.1 — Contours
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

a) Ona:
T+iT s T o+iT
X by
/ —ds| = / —do
a+it  § a Ot iTr
T |xa'+iT| +oo o
< / ————do < / —do
a |lo+iT| a T
xa
~ T|log x|

b) De le méme facon :

a—iT x5 xé
—ds| £ —/———
T-iT § T|log x|

¢) Enfin:
T-iT s T | T+it T T+it
X X X
/ —ds| = / —dt S/ — | dt
T+iT S -T T + it -T T +it
T . T T
< / Tar <ot a7
r T T

Comme x < 1 cette expression tend vers 0.

2. Si x > 1. On considere le contour représenté sur la droite
de la figure 7.1 avec r(T) = —T. La fonction a un pdle en 0.
Le résidu est 1. Les intégrales sur les segments en pointillé

tendent vers O quand 7 tend vers I’infini :
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

a) Comme précédemment :

—T+iT _s a
X X
/ —ds| <
a+iT § TI]Og)C|
b) Comme précédemment :
a— lT a
X
/ Tl < X
~iT S T|log x|
¢) Enfin
T -T+it T -T+it
X X
/ —ds = —dt S/ -
T+iT -T T + it -T + it

IA

T T -T
/ —dt < 2T— =2x T
T T

Comme x > 1 cette expression tend vers 0.

Lemme 7.2.2.

1 [erie ds {0 if 0<x<1
x°— =

ﬂa_ioo s 1 if x>1

Démonstration. Découle de 7.2.1.

Lemme 7.2.3. Avec a > R(B) > 0, pour x réel, x > 1
1 a+ioco 1 B
— / —x%ds = il
2in Jamico B(s = P) B
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

Démonstration. 1. On considere le contour représenté sur la
droite de la figure 7.1 avec r(T) = —-T.

2. La fonction a un pdle en . Le résidu est x5 /3.

3. Les intégrales sur les segments en pointillé tendent vers 0
quand 7 tend vers I’infini :

a)
-T+iT 1
Sd
/M Bs-p) “

T 1 )
/ —‘xU'JrleO_’
a Blo+iT - p)
T 1 .
/ —_X'x(rHT'dO'
a |Blo+iT - p)|

T 1 +00 P
/ —x%do < / —do
a IBIT a |BIT
a

X
T|B[|log x|

b) De méme

xa

a—iT 1 ‘
—x%ds| £ —m——
‘[T—iT B(s =) T|p|[log x|
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

¢) Enfin
— —T+il‘d
’/TﬂT ,3(5—,3) ’ T B) :
- 1 —T+it dt
. /T B(-T +it—B)"
1 /—T '
< —x — | dt
1Bl T |-T+it—-p

IA

1 T
—x_T/ —dt = i)C_T
1Bl r T 1Bl

Lemme 7.2.4. Soita € R, a > 1 et x demi-entier. Alors :

L a+iT { (S)) ds ’ a+1 é,, (a)
2in /a—iT x ( {(s) Y < (a)l

Démonstration. D’apres 5.2.1

_{ = ZA(n)n_S

Z(s)

Donc :

1 a+iT s éw(s) ds B 1 a+iT s _SdS
i S = L B

n

/a+lT (X)S ds
a—iT n s

|
™M
>
S
[\)
2|
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

D’apres 7.2.1, seconde partie :
a+iT

> (5 [ E) )

n<x

V;A( )(n) 7rT|10g( ) |

D’apres 7.2.1, premicre partie :

Sam( [T ()L <

n>x

’;A( )(n) 7rT|log( )|

Donc en sommant et en utilisant la définition de /(x), on obtient :

1 a+iT i '(s)d a+iT s d
e [ () weo] = [Saonz [T )L P

a—iT n<x
a+iT s
< ;A(n)(ﬁ/a_” (%) %_1)
gl 7 6%
< Z ()(n) nT|log( )|
< ZyAm 1
7rT —i na log(%)

Comme x est demi entier, on a toujours :

|lo(x)|<|lo al | > ! >1>1
gn g)c-4-1/2 2x+1  3x 7x
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

Finalement :
1 et (s) ds A(n)
E/ x L(s) s —Y) < 7T né
A(n)
< = Z
xa+1 |§ (a)l
T " {(a)

Et le résultat en faisant tendre ¢ vers +oo.
Théoreme 7.2.5. Soita € R, a > 1 et x > 0 demi-entier. Alors :

1 atieo { (s)ds

2in a—ioo {( )

¥ (x)

Démonstration. On fait tendre T vers +co.

7.3 Intégrale de la dérivée logarithmique de (.
(B)

Lemme 7.3.1. Pour x > 1,

2n = —log(l—x 2)
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

Démonstration.
1 n
logl_ = Z%pour0<x<1
nx>1
1 ! 22
0 = =
L
n>1 n>1
O
Lemme 7.3.2.

1 a+ico el 1 (0
— (S) = x-— lim Z x—+—10g(]—x_2)—&
2int Jy—ioo {(s) T—+0c0 o P 2 £(0)
Démonstration. On développe :

: / W) ds 1 [U0) (ds
2in o L(5) 27 Juiico £ (0)

a-+ico ) d
— lim Z / o2
T—+oo 3(p)<T 27 Jaico p(s—p)
Z /a+zoo Yé
2ir J, 2n(s + 2n)
1 a+ico s B ds

+— X
20T Jy—io S—1 8
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En utilisant 7.2.2 et 7.2.3,

1 a+ioco d
= XS—S =1
2im Jyico s
1 atico s ds _xP
21” a—ico ,O(S - ,0)
1 /a+too S SdS x—2n
—_— —_x —_— =
27 Joyoioo 2n(s +2n) s 2n
1 a+ico 1
— xSds = x

20T Jy—ico S —1

Finalement :
1 a+ioco { (S) B io) ) ﬁ
s Az Rl R D T

n

“(P) <T

T—+o0

3(p)<T

7.4 Formule exacte de von Mangoldt

Théoreme 7.4.1.

— : o1 -2
U(x) = x—Tl_l)r}rlmN(;T?+§log(l—x )—4(0)

Démonstration. Découle des résultats précédents.
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Chapitre 8

l(s) # 0 pour R(s) =1

Lemme 8.0.1. On peut écrire :

log {(s) = Z apn®

n

ou les coefficients a, sont réels non négatifs.

Démonstration.
log{(s) = 1og<1_[ = L)- Zlog( )
- ST
k
P k>1 n
1
avec a, = T sin = pk, = 0 sinon

Et la série est clairement convergente pour R(s) > 1.

Lemme 8.0.2. Ona:3+4cosa +cos2a >0
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Chapitre 8 {(s) # 0 pour R(s) =1

Démonstration. 3 + 4 cosa + cos 2 = 2(1 + cos @)? O

Lemme 8.0.3. Pour o > 1, ona : 3log (o) + 4log |l (o + it)| +
log|{(o +2it)| = 0

Démonstration. On choisit une détermination du logarithme telle

que que log |z| = R(log z).

R(log (o + it))

R(Z ann—a—it) — Z anR(n—O'—it)
Z ann”? cos(tlogn)

n

Alors :

S = 3logl(o)+4log|l(o +it)| +1og|l(o + 2it)]|
= 3logl(o) +4R(log {(o +it)) + R(log | (o + 2it))
= > @™ (3 +4cos(tlogn) + cos 2t logn)) 2 0 en utilisant 8.0.1

n

O

Théoreme 8.0.4. Pourt + 0, {(1 +it) #0

Démonstration. La question a été résolue pour ¢ = 0. Soit ¢ # 0 tel

que £(1 +ir) = 0. Soit o > 1. D’aprés 8.0.2, on a :
LYo+ (o +2i)] = 1

Mais on a, avec des fonctions a(o, t), b(o,t), c(o, t) bornées dans
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Chapitre 8 {(s) # 0 pour R(s) =1

un voisinage de o = 1 :

(o) = 1 + a(o,t); déjavu
o —
(o +it) = (o -1)b(o,t) parce que ¢ est holomorphe en o + it
l(o+2it) = (00— 1)c(o,t) parce que { est holomorphe en o + 2it

Donc, avec une fonction d(o, t) bornée dans un voisinage de o~ = 1,

on peut écrire :
L@l +inltlg(o +2in] = (o —1)d(o,1)

On obtient une contradiction en faisant tendre o vers 1 m]
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Chapitre 9

Le théoreme des nombres
premiers

Rappelons encore une fois que :

A(n)

{ 0 si n a plusieurs facteurs distincts

logp sinn’aque p pour facteur

I
M
2z
S

¥ (x)

Lemme 9.0.1. Ona :

X xZ
/0 v = %

Démonstration. 1. Avec la formule de von Mangoldt (7.4.1), on
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Chapitre 9 Le théoréme des nombres premiers

peut écrire :

x _ X . 1 - ')
/Olp(t)d; = /0 t_rlirfoo Z ;+§log(1—z2)—m)dt

3(p)<T
2 X P 1 X
= %—/ lim Z — dt+§/ log(l—t_z)alt—xf
0 \Toreoy( 2 P 0
2. Ona:
N -2
lim — log(1-t=)dt = 0
im ixgl(o)
e 2 Z(0)
Et:
1 [*r° 1 /x 1 xPt xP!
2Jo oo X2y p xZplp+1)  plp+1)

1 /x P
L%
x>Jo S0P
D’apres 4.2.2, 1a limite suivante existe :

1
T —
Toveo O lp(p+ D
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Chapitre 9 Le théoréme des nombres premiers

Soit € > 0. Il existe T tel que :

1
Z l— <e€
Gt lp(1 + p)|
Comme il n’y a pas de zéro de partie réelle 1 (8.0.4), il existe
r < 1 tel que R(p) < r si I(p) < T. Soit xg tel que, pour

X > xg, on ait : x" 'L < €. On écrit :

R(p)-1 R(p)-1 R(p)-1
X X
Z|<+1>| - le( +1)|+Z|<+1>|
5 PP 1loy<r PP I{p)>T PP
1
< yx'77! <x 'L +e<2e

——— +e€<
1Sir lp(p + 1)

Donc :
R(p)-1
xteo £ p(p + 1))

3. Finalement :

) 1 [rx x2
XL”EW(;/O WW‘?) =0

Théoreme 9.0.2.

Y(x) = x
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Chapitre 9 Le théoréme des nombres premiers

Démonstration. Soit € > 0 et X tel que pour x > X.

2 X 2
1-e% < / w(t)dt < (1 + €)=
2 0 2
Alors pour y > x > X,ona

2

/wa(z)dt—/oxw(t)dz > (l—e)y;+(l+e)x—

2
2.2 2

= (l—e)y 2x +26%

y X 2 _,2 2
/z//(t)dt—/ w(nydt < (1+e2— X 22
0 o 2 2

Y est croissante.

y
b - ) < / (D)t < (v — ()

2_,2 2
(y—x0y(x) < (1+e)y 2x +2€%
2_ .2 2
G-k = (-6 . < 26%
Avec y = fx,
2 _ 2
x(B-Dyw(x) < (1+ e)x2'8 ! + 26%
1 1 2
y(1 - E)lﬁ()’) > (1- 6)y2(1 — E) — 26%
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Chapitre 9 Le théoréme des nombres premiers

yx) < x(1+ G)ﬁ;— ! + 262(ﬁx_ 0

1 1 y
y(1 - 6)(5 + ﬁ) - 25m

A

v

w(y)

Ceci est vrai pour tout x > X ettout 8 > 1, y = Sx. On en déduit, en
faisant tendre S vers 1, puis en prenant des € de plus en plus petits

que :

lim —w(x) —

X—+00 X

=0
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Chapitre 10
Vers I’hypothése de Riemann

Le but de ce chapitre est de développer les conséquences de 1’hy-
potheése de Riemann et de démontrer que la borne supérieure des
parties réelles des zéros de la fonction £ est égale a la borne infé-

rieure des nombres
1. a tels que Y(x) — x € O(x%(log x)?)
2. a tels que O(x) — x € O(x%(log x)?)
3. atels que (x) — fzx(l/log u)du € O(x%log x)

10.1 La croissance de i/ et la partie réelle des
racines

Théoreme 10.1.1. Soit @ le maximum des parties réelles des racines

non triviales. Alors

yx)—-x € 0 (x"(log x)z)
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Démonstration. On part de la formule de von Mangoldt (7.4.1) :

() = x- lm 3 ﬁ%log(l_x_z)_@

G P (0)

On écrit, puisque ¢ est une fonction positive et croissante :

/x+1 s

Y(x) <
= / W (t)dt — / W(t)dt
_/Ox(t_rlleS(;T%Jr—l g(1 - ‘2)—%)&
< gl _TETMM;T((;(;%‘ ) P();pjrll)) * o

parce que la fonction log(1 — x~2) est bornée. En résumé :

w(x) < x+Z

)

(x + 1)p+l _ xp+l

plp+1)

+ K
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Chapitre 10 Vers I’hypothése de Riemann

Soitp =B +iy,avec B < @.Si|y| <x,ona:

x+1
/ dt| <
X

2|x + 115+ B 2(2x)P+!
le(o + 1) y?

(x + 1P+l — xo!

plp+1)

1

ol

(x+ 1y < (2x)8

ol Iyl

Si|y| > x,ona:

(x + 1P+l — xo!

plp+1)

D’apres 4.1.2, le nombre de racines avec y € [¢,f + 1] est inférieur
aSlogt.Ona:

y(x) < x+(Q2x)P Z ﬂ+2(2x)6+1 Z %+K1

lyl<x lyl=x
On développe les sommes :

DIECEEED WD W ;smgm%g/ a1, ¢ 5 L2’

n<[x] lyle[n,n+1]

Z% < 3 > i < > 1ogn)%35/1xk;ftdts51+i°gx

n ly|€[n,n+l] n<[x]

On a donc :

2
U(x) < x+(Qx)p (5 (loix) ) +2(2x)P*! (%) + K < x + KsxP(log x)
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En procédant exactement de la méme facon avec :

X
0w > [
x-1
On arrive a I’inégalité :
Y(x) > x - KexP(logx)?

O

Théoreme 10.1.2. S’il existe a €]1/2, 1] tel que O(x) — x € O(x%),
alors (o +it) # 0 pour o > a.

Démonstration. On a vu que :
Y(x) = O(x) + O(x'?) + - + O(x')
avec j = [log x/log 2]. Puisque ®(x) — x € O(x*),on a:

U(x)—x—x'? € O(x* + x¥% + x'Plog x)

68



Chapitre 10 Vers I’hypothése de Riemann

Comme a > 1/2 > 2/5, y(x) — x — x'/2 € O(x®). Enfin :

C6) A [ dy(x)
RO Z n ‘/1 xs
[w(x)]“”ﬂ LG S e/ C)

xS xs+l 1 xs+l

ds

1 1
1

1
+00 _ _ 1
= s —w(x) al xzdx+ a + al
1 x5+1 s—1 s-1/2

Lintégrale converge pour o > . Donc ¢’(s)/{(s) n’a pas de poles
et {(s) n’a pas de zéros pour o > a.
m|

Théoreme 10.1.3. La borne supérieure 0 des parties réelles des
zéros de la fonction { est égale a la borne inférieure des nombres
1. a tels que y(x) — x € O(x*(log x)?)
2. a tels que O(x) — x € O(x*(log x)?)
3. a tels que n(x) — /zx(l/log u)du € O(x%log x)

Démonstration. Découlede 10.1.1,10.1.2 et des équivalences 5.4.1.
O
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Chapitre 10 Vers I’hypothése de Riemann

10.2 Hypothése de Riemann

Théoreme 10.2.1. La borne supérieure 0 des parties réelles des

zéros de la fonction { est égale a 12

Démonstration. A venir. m]
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Annexe A

Rappel : Fonctions analytiques
et fonctions holomorphes

A.1 Fonctions holomorphes

Definition A.1.1. Une fonction f : C — C est holomorphe dans un
ouvert O C C si elle est dérivable en tant que fonction de C dans C :

pour g € O, la limite suivante existe et est finie,

fo — i [E @)

220 Z—20

A.2 Intégrales des fonctions holomorphes sur
un chemin

Definition A.2.1. Un chemin différentiable est une application dif-
férentiable vy : [a,b] — C
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Definition A.2.2. Soity : [a, b] — Cdifférentiable. Soit f : C — C.
On pose :

b
/ f@)dz = / FO®)y (0di
y a

Lemme A.2.3. Soit C le cercle de rayon r.

1
/—dz = 2n
c <

Démonstration. y(t) = re*™ . y'(t) = r2ine*"!
1 | . !
/ —dz = / S—r2ine”™ dt = 2in / di
c? 0o rei” 0

Lemme A.2.4. Soit L un segment : y(t) = (1 — t)zo + tz1. Soit

O

p(z) = az + b affine. Alors :

/Lp(z)dz = %a(zf — 25) + b(z1 — 20)
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Démonstration.

/L p(2)dz

1
/0 POy ()

1
/0 (a((1 = t)zo +tz1) + b)) (21 — 20)dt

1 1
=z - ) /0 () dt + (21 - 20)(azo + b) /0 (1) di

1
= Ea(m — 20)> + (21 — 20)(azo + b)

1
= Ea(zlz +22021 + 20)* + a(z0z1 — 7) + b(z1 — 20)

1
= Ea(zf — 20) + b(z1 — 20)

O

Definition A.2.5. Un chemin différentiable par morceaux est une
applicationy : [a,b] > Caveca =1ty <t} <--- <t, = b qui est

continue sur [a, b] et différentiable sur |t;, t;+1].

Definition A.2.6. Soit y : [a, b] — C un chemin différentiable par

morceaux. Soit f : C — C. On pose :

n-l tiv1
[r@a = 3 [ oy
Y i=0 Yt

Lemme A.2.7. Soit P un polygone fermé. f(z) = az + b affine.
[ s@az = o
opP
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Démonstration. On écrit P = (29, 21, 22, . - .» Zn, 20) €t ON applique
A24. O

Théoreme A.2.8. Soit T un triangle. Soit f une fonction holomorphe

dans un ouvert contenant T. Alors :
f(dz = 0
or

Démonstration. On pose Ty = T. On divise le triangle en 4 triangles
semblables (figure A.1). Si le plus grand c6té de Ty a pour longueur

/2, celui de T} a pour longueur //2. 11 existe un des sous triangles,

 Z

Ficure A.1 — Décomposition d’un triangle en quatre triangles semblables

soit T’ tel que |f6T, f(z)dz| > |f0T f(z)dz| /4. Soit T} ce triangle.
On construit ainsi une suite de triangles qui vérifient : T}, est inclus
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dans T,,_1, son plus grand cote a pour longueur /,, = [/2" et :

/(9 . f(2)dz

Soit zo = (), Tn- f est holomorphe en zg. On peut écrire, avec

<4

f(z)dz
AT,

limz—>zo lg(2)| =0:

fz) = f(z0)+ f'(z0)(z — 20) + g(2)(z — 20)

Soit € > 0. Il existe 7 tel que |g(z)| < €/(81%) pour |z — zo| < 7. Soit
n tel que [,, < 27n. Sur le bord de T;,, on a |z — z9| < 2I, < 7. La
fonction z — f(z0) + f’(z0)(z — z0) étant affine, en utilisant A.2.7,

nous avons :
fl)dz = / (f(z0) + f'(z0)(z = 20) + g(2)(z - 20)) dz
T, T,
= / 8(z)(z — z20)dz
oT,
Donc
fl2)dz| = ‘ / 8(2)(z — z0)dz
oT, T,
< périmétre(T,) X Max|g(z)| X Max|z — zo|
/ € I
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Soit

31,
< Z(Z) €.

/a . f(2)dz

On a donc, avec les équations A.1 et A.1 :
/ f(2)dz / f(2)dz
ar ATy

Cette intégrale est nulle parce qu’aussi petite que possible. O

1
< 4" < 4”(1)”6 =€

Definition A.2.9. On dit que f a une primitive dans un ouvert U
s’il existe g holomorphe dans U tel que g'(z) = f(z)

Lemme A.2.10. Si f a une primitive g dans un ouvert U, alors pour

tout cheminy : [0,1] - U, ona :
[ £z = tv(1) - r0)
Y
Démonstration. On écrit :

1 1
/ FQdz = / POy ()t = / (g 0y) ()dt = g(y(1)) - g(y(0))
b4 0 0

O

Lemme A.2.11. Soit U un ouvert convexe et f : U — C, une

application holomorphe. Les énoncés suivants ont équivalents :
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1. La fonction f a une primitive dans U

2. Pour tout triangle T contenu dans U
f(ydz = 0
or

Démonstration. (1) = (2). On utilise A.2.10 avec les cotés succes-
sifs du triangle.
(2) = (1) On consideére un point zp dans U et on note y,o,;, le

segment de droite allant de zp a z. On pose :
0 = [ s
Yzg,z+h

Soit T}, le triangle de sommets zg, z, z + h. Comme U est un ouvert
convexe, il contient 77, tout entier pourvu que h soit assez petit. En

appliquant le théoreme A.2.8, il vient :

1
gz+h)—g(z) = / f(z)dz = /O f(z + th)hdt
Yz,z+h

. glz+h)-g(2) . /1
py SR < [t

1 1
/0 }llig})f(zwh)dt:/o f(2)dt = f(2)

O
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Lemme A.2.12. Si f est holomorphe sur U ouvert convexe, f a une

primitive.
Démonstration. C’est la conséquence de A.2.8 et de A.2.11. O

Théoreme A.2.13. Soit f holomorphe dans U convexe. Soit y un

chemin fermé inclus dans U. Alors

/ f(xdz = 0

Y

Démonstration. Comme le chemin est fermé, ona: y(0) = y(1). On
utilise les lemmes A.2.10 et A.2.12. m|

Théoreme A.2.14. Soit f holomorphe dans un ouvert contenant le
disque C de centre a et de rayon r. Alors
1 K4
fa@) = —— [ 194

2 Jcz—a
Démonstration. On considere les chemins représentés sur la figure

A.2.D’apres le théoreme A.2.13, les intégrales sur les lignes droites

se compensent. C, est parcouru dans le sens inverse et défini par :
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N
\

Ficure A.2 — Cercles concentriques. Le petit cerce est de rayon r.

¥(t) = a + re > Donc :

1 f(2) 3 1 f(2)
= dz = ——— dz
2in Joz—a 2w Jo, z—a
1 1 + —2int .
= 5 flaxre™™) rzeim ) X (—2rime ") dt
T Jo re-

1 1
/ fla+re?™)ds = lin}J‘/ fla+re ?™dr
0 r—=vJo

1
/ lim f(a + re”%")dt = f(a)
o r—0
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A.3 Fonctions analytiques

Definition A.3.1. Une fonction f : C — C est analytique en zo € C
s’il existe un voisinage O de 7o dans lequel f(z) est somme d’une

série convergente : pour |z — zo| <r,ona:

f@ = ) anz-2)"
n>0

Théoreme A.3.2. Si f est analytique en zy, elle est holomorphe

dans un voisinage O de 7

Démonstration. On considere la série g(z) = X, ndn(z — 20)" .
Il est clair qu’elle a le méme rayon de convergence que f. Et qu’alors

f'(2) = g(2). O

Théoreme A.3.3. Si f est holomorphe dans O C C, elle est analy-

tique en tout zo € O.

Démonstration. Soit C le disque de centre zg et de rayon r. Pour z tel
que |z—2z0| < r/2etusurlecercle C,ona:z—zy < r/2 < |u—zo|r/2.
Ona:

1 1 1 1 Z—20
du = = — = n
u-7z u—2z0—-2+20 (u—zO)(l—%) u—zOr;)(u—zo)
Alors :
1 1 -
f@ = o [ LW L[S S EZ D S gy
2in Jou—z 2in cuU—20 = u—2 =
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avec

L tw

2in Jo (u = zo)m!

Comme |(u — z0)| = r,

11 M
Wl < g [ 1ridn< 5

Et le rayon de convergence est > r. O

A.4 Zéros isolés et prolongement analytique

Lemme A.4.1. Si f est analytique, f(z9) = 0, alors ou bien f(z) =0
dans un voisinage de 7, ou bien, il existe un voisinage de 7o dans

lequel f(z) # 0 pour tout 7 # zo.

Démonstration. Dans un voisinage de 7o : f(z) = Y1 ax(z — 20)F.
Si pour tout k, ar = 0 alors f(z) = 0 dans ce voisinage. Sinon, soit
h > 1 le plus petit entier tel que a; # 0. Ona: f(z) =, (z — 20)"g(z)
avec g analytique et g(z9) # 0. Donc f(z) # 0 dans un voisinage de
20- O

Théoreme A.4.2. Soit f analytique dans un ouvert connexe U. S’il
existe une suite Z = {z,} tels que (a) Z a une infinité d’éléments
différents, (b) Z est contenue dans un compact K c U, (c) f(z,) =0,

alors f est nulle sur tout V.
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Démonstration. Soit z, un point d’accumulation de Z. On applique
Adlaz,. ]

Corollaire A.4.3. Soit [ définie sur un ouvert O et g définie sur un
owvert U. SiONU # 0, si f(z) = g(z) pour z € O (U, alors on
peut prolonger f et g sur O JU.

Démonstration. Evidente d’apres le lemme précédent. O

A.5 Maximum d’une fonction holomorphe

Théoreme A.5.1. Principe du maximum. Soit f une fonction holo-
morphe non constante sur un ouvert connexe U. Alors | f| n’admet

pas de maximum local sur U.

Démonstration. Supposons que zq est un maximum local. Soit C le
bord d’un petit disque B(zo, r) autour de zo : on a |f(z)| < |f(zo0)|
pour |z —zo| <7

J@ / f(zo + re*™) 2
_ 2 lﬂ'tdt
f(z0) 217r ci- Zo " 2in re2int e
1
= / f(zo + re*™)de
0
Donc

1 1
Fo) < /0 Fzo + ré ™)\ < /0 Pt = |£(z0)]
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Corollaire A.5.2. Soit f une fonction holomorphe non constante
sur un ouvert connexe U. Alors le maximum de | f| sur un compact

inclus dans U se trouve sur la frontiére de ce compact.

Lemme A.5.3. Lemme de Schwarz. Soit f holomorphe dans un
ouvert contenant le disque centre 0 et de rayon 1, telle que f(0) =0
et f(z) < 1 pour |z| < 1. Alors |f(z)| < |z| pour |z| < 1 et

lF(O)f < 1.

Démonstration. On applique le principe du maximum a la fonction
holomorphe g(z) = f(z)/z. Pour tout r < 1, g atteint son maximum
sur le disque D(0,r) en un point du cercle C(0,r) : il existe z, tel
que |z| = 1 et [g(z)| < [g(zr)]. Mais on a [g(z-)| = |f(zr)/zr| <
| f(z:)|/|zr| < 1/r. On fait tendre r vers 1. Pour z < 1, on a |g(2)] <
1, soit |f(z)| < |z|]. On obtient que |f’(0)] < 1 en écrivant que
J'(2) = lim; o f(2)/z = lim;08(2). o

Lemme A.5.4. Soit f(z) = Y, a,z" analytique dans un ouvert
contenant le disque de centre O et de rayon R. Soit M = sup g | f(2)I.
Alors

1 M
= _—|f0)
anl = IO < 2

Démonstration. Cette inégalité a été vue lors de la démonstration
de A.3.3. ]

Théoreme A.5.5. Théoréme de de la partie réelle. Soit f(z) =

Do anZ"" analytique dans un ouvert contenant le disque de centre
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et de rayon R. Soit de plus M = sup,._g R(f(2)). Alors, pourn > 1,

ona:
0| < 2M RGO
RI’L

Démonstration. Puisque n > 1, on peut opérer une translation et se

ramener au cas ott R(f(zo)) > 0. On écrit a,, = |a,|e'?".

f@) = ) and" =) lanle®ns"
fRE?) = ) lay|e O OR
R(F(R?)) =

D au|R" cos(@y + ng)
n
Soient n, m € N ; on définit :

2
I(n,m) = / cos(¢,, + ne) cos(¢,, + me)dp
0

Alors, pour n = m, I(n,n) = n. Pour n # m, I(m,n) = 0.

Soit m € N. On calcule :

Sm

2
/0 R(f(Re®)) cos(dm + md)d

2
[ X lanlR" s, + no)costan, + moras
O n

2. lanl R 1(m) = 3 |an|R" 276, = 27la| R

n n
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On a donc :

T,

2
/0 RF(RE))(1 + cos(me + 6,))do

2 2
/0 R(f(RE))do + /0 R(f(RE)) cos(me + du)db
27R(F(0)) + 7l R™

Et comme : 0 < 1 + cos(¢y, + mg)

2
Tw = [ MGRE)1 + costm + 6,)de
0
2r
< M (1 + cos(m¢ + ¢,,)) d
0
< 2nM
Finalement

27R(f(0)) + wlau|R™ < 27aM

Et

M = R((©0)

| < o

O

Lemme A.5.6. Soit f(z)
contenant le disque de centre z et de rayon R. Soit M = sup,|_g R(f(2)).

> anz" analytique dans un ouvert
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Alors, pour |z —2z20| =r <R

/@) = Fla)l < 2M = R(FO)

Démonstration. On applique A.5.5 :

Z an(z - 20)"

nx1

|f(z) = f(z0)l

< > laglr”

n>1

M =R(f0) ,
< ézTr
= 2(M = R(f(0) =

O

Lemme A.5.7. Soit g(z) holomorphe inversible pour |z — zo| < R.
Si |g(z)/g(z0)| £ M pour |z — zo| = R, alors pour |z — 79| =r < R,

ona.:

2RlogM
(R—r)?

’g’(Z)
g(z)

Démonstration. On applique la premiere inégalité de A.5.6 a une

détermination de log(g(z)/g(zo)- m|

A.6 Zéros des fonctions holomorphes

Lemme A.6.1. Soit f(z) holomorphe pour |z — zo| < R et, comme
précédemment, tel que |f(2)] f(z0)| < M pour |z — 79| = R. Soient
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p les zéros de f dans le disque |7 — zo| < R/2. Alors pour |z — 79| <
r<R/2,ona:

f'(2)
f(2)

RlogM
(R/2-1)

1
_;Z_p

Démonstration. On applique A.5.7 a2 g(z) = f(2) [1,(z - o)L

8(2) f(2) 20 —

g(20) f(z0) %,
ﬂ’ < 1lorsque |z — 79| = R
2-p

8@

8(z0) M

§'G@ _ fl@) 1

gz f(2) Z z=p

O

Théoreme A.6.2. Théoréme de Borel. Soit f une fonction holo-
morphe dans le disque de centre sg et de rayon R. Soient, comptés
avec leurs multiplicités, si,...,sy les zéros de f dans le disque
de centre so et de rayon r < R. Soit M = sup;_so1=g | f(s)|- Si

f(so)#0,0na:

gl

M
|f(s0)l
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Démonstration. Pour |s — 59| = R, on a

R? — (s = 50)(Sk — 50)
R(s — s)

En effet

R? = (s — 50)5% - 50)| — 2R*R(s)(s — 50)(5% — 50) + |5 — 50/2I50 — 1|2

R(s — si) R%|s — sy |?
_ s = s0|* = 2R(((s — 50)(5k — 50)) + |50 — s|?)
s — sk|?
Et
ls = skl> = s —s0+ 50— skl* = |s = s0l* = 2R((s = 50)(Sk = 50)) + |50 — sx|*
On pose

o) = f(s) l_[ (S - So)(Sk —50)

— 5k)

Alors g(s) est holomorphe dans le disque |s — so| < R et |g(s)| =
| £(s)| pour |s — so| = R. Donc |g(s)| < M pour |s — 59| < R. En
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particulier

M > |g(so)l

= |f(so)l 1_[ |——— R( = | £(so)l ]_[ =

> ool 12 ~ 2 /o) (—)
k=1

&9



Annexe B

Rappel : Fonctions
meéromorphes

B.1 Définition

Definition B.1.1. Soit O un ouvert de C. Une fonction f : O — Cest

méromorphe si elle est le quotient de deux fonctions holomorphes :

f(2) = g(2)/ h(z).

Théoreme B.1.2. Si f est méromorphe en zo € O C C, alors on

peut écrire :

@ = ) alz-2)"

nz=-nyg

Démonstration. On a: f(z) = g(z)/h(z) autour de zp.

Si h(zg) # 0, elle n’est pas nulle dans un disque contenant z;
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f(z) est dérivable de dérivée

h(2)g'(z) = h'(2)g'(2)
h(z)?

Donc elle y est holomorphe, donc y est analytique.

Si h(zp) = 0, on écrit h(z) = (z — 20)"k(z) avec k analytique,
k(z) # 0 dans un disque contenant zo. On applique le méme principe
a k(z), et on obtient le résultat cherché. O

B.2 Zéros et péles

Definition B.2.1. Soit f une fonction méromorphe : f(z) = g(z)/h(z).
Un pole d’ordre n est un point 7 tel que h(z) = (z — z0)k(2),
k(zo) # 0 et h(zo) # 0. Un zéro d’ordre n est un point 7 tel que
g(z) = (z — 20)k(2), k(z0) # O et k(zop) # 0.

Lemme B.2.2. Soit f holomorphe sur un ouvert contenant le disque
C. Soit n(f) le nombre de zéros de f contenus dans C, comptés avec

leurs multiplicités. Alors :

1 [fR)
2in J. f(2)

n(f) dz
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Démonstration. On écrit :

f(2) g(2) ]__[(z —-z)"

f'@) g . 1
@ am*%l%—a

O

Lemme B.2.3. Soit f méromorphe sur un ouvert contenant le disque
C. Soit n(f) le nombre de zéros de f contenus dans C, comptés avec
leurs multiplicités. Soit p(f) le nombre de péles de f contenus dans

C, comptés avec leurs multiplicités. Alors :

1[I

N -p) = 5 | S

Démonstration.

f(2)

2@ [ |-z /] |c-ppy™
i J

o _ g@, v, L,
@) _g@+2mra ;%

= Ppj

O

Lemme B.2.4. Sous les mémes hypothéses, p(f) — n(f) est égal a

la variation de I’argument de f(z) le long de C, exprimé en tours.

Démonstration. Lemme précédent O
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B.3 Résidus

Definition B.3.1. Soit f méromorphe avec un pole en zy. Soit C un
cercle autour zy qui ne contient pas d’autre péle de f. Le résidu de

fenzyest:

Restfa) = 5= [ £

Lemme B.3.2. Soit f méromorphe avec un péle en zy et dont le
développement analytique est f(z) = X.,1>_,, an(z — 20)" avec ng 2
—1. Alors

Res(f’ ZO) = a-

Démonstration. Pourn € Z,on a :

1
2ir ‘/C(Z 20)"dz

Yim / (re* ™Y x (2inre®™)dt
in

1 .
rn+1/ eZin(n+1)zdt _ 0 i n+l
0 1 kYA n = -1

Donc :
5 [ s@dz = 5= [ Y ae-ard
2i7rczz_217r n>n0nz Q@) ax
1 n
= Z (f/an(z—zo) dZ))=a_1
I 2in Jco
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Annexe B Rappel : Fonctions méromorphes

Lemme B.3.3.

g(z0)
h'(zo0)

Démonstration. On écrit f(z) = g(z)/h(z) avec h(zg) = 0. La
fonction k(z) = (z — z0)f(z) est analytique; elle s’écrit : k(z) =

Res(%, 20) pour zo pole d’ordre 1.

Yis0bi(z — z0)" et le résidu cherché est by.

bo = lim k(z) = lim (2 - )&
St h(z)
= lim 2(2)/ h(Z) h(zo) _ g/(Zo)
- 20 h'(z0)
m]
Lemme B.3.4.
Res(gg, 20) = npour zg zéro de g d’ordre n

Démonstration. On écrit g(z) = (z — z0)"h(z) avec h(zp) # 0. Alors

g _ W@ _n
g(2) hz) z-—20

O

Definition B.3.5. L’indice d’un point zo par rapport a un chemin y
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Annexe B Rappel : Fonctions méromorphes

est donné par :

1 d
Indy(ZO) = —/ <

2in Jyz— 2

C’est le nombre tours que fait y autour de z. Ind,(z9) = 0 si z est

a I’extérieur de y.

Théoreme B.3.6. Théoréme des résidus. Soit f méromorphe dans
U simplement connexe. Soit y un chemin contenu dans U. Soit zi

les pdles de f a lintérieur de U. Alors :

% /y f()dz = Zk:Res(f,Zk)lndy(Zk)

Démonstration. 1. Soit z; le k-ieme pdle de f.
2. Soit Y5, a¥(z — zF)" le développement de f en z.
Soit g(2) = Yia_,, ak(z - ¥

Soit g(z) = f(2) — X &k (2).

La fonction g est holomorphe parce qu’elle a, en tout point

wook W

sauf aux pdles, un développement analytique ; et aux poles, il
suffit de développer les expressions de f et des gx pour avoir

le résultat.
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6. U étant simplement connexe :

/yg(z)dz =0

7. Donc
/ flrydz = Z / gr(z)dz
Y k7Y
8. Mais
-1 . -1 .
/gk(z)dz = / Z ak(z - 2")dz = Z ak /(z—zk)’dz
Y in—nk i>-ny Y

&y [y e = Res(f. ) a)
Y

9. D’ou le résultat.
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Annexe C

Rappel : Fonctions spéciales

C.1 Fonctions trigonométriques

Definition C.1.1.

cos(z) = Z(_l)nZZn sin(z) = Z(_l)n+1Z2n+1

n>0 n>0

On obtient toutes les formules trigonométriques :
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Annexe C Rappel : Fonctions spéciales

Lemme C.1.2.
e = cos(z) +isin(z)
eZikﬁ = 1
eiz + e—iz
cos(z) = —
. eiz _ e—iz
sin(z) = %
cos’(z) = -—sin(z)
sin’(z) = cos(z)

Démonstration. Les premieres égalités viennent immédiatement des
définitions. Les dernieres découlent du principe de prolongement
analytique : elles sont vraies sur R qui n’est pas discret dans C. 0O

Lemme C.1.3.

—n2

Démonstration. Soit k un entier donné assez grand pour que 1’on
ait : 1 > tanh(mk) > 1/2 et —1 < tanh(—-xk) < —1/2. On considére
alors le bord du rectangle ABCDou A = (k+ % +ik), B = (k+ % —ik),
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Annexe C Rappel : Fonctions spéciales

C = (k-1 -ik),D = (-k — 1 +ik). Soit w ¢ Z. On définit :

meotmg
) = 5>
Q@ = 5
Et I’intégrale :
1
Sin f(2)dz
in J,,
1. Posantz = x +iy,ona:
cosm(x +iy) = cosmxcoshmy —isinmxsinhmy
sinm(x +iy) = sinaxcoshmy +icosmxsinhmy

2. On en déduit que |cotmrz| < 2 pour z € yi :

cosm(k + % +1iy)

1
cotm(k + = +1i
( 2 ) sinm(k + % +iy)

cos (k + %) coshnmy —isinm(k + %) sinh 7y

sin(k + %)coshny +icosm(k + %) sinh ry

sinm(k + %) sinh 7y 1
] parce que cosm(k + E) =

l
sinm(k + %) coshry

1
| cot m(k + 3 +iy)] < |tanhmy| <2
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cos (x + ik)
sin(x + ik)
cos mx coshwk — i sinx sinh wk
sin rx cosh wk + i cos rx sinh k

cotm(x + ik)

|cot (x + ik)|? |cot (x — ik)|?
(cos x)? + (sin x)? (tanh 7k)?

(sin 7x)? + (cos x)? (tanh rk)?

(cos x)* + (sin x)?

: (sin7x)? + (cos x)? (1/2)?
< (cos x)* + (sin7x)?
T (sinmx)? (1/2)* + (cos x)? (1/2)?
< 4
3. Alors :
T
. f(z)dz| <2 '/n 3 _Wzdz

En examinant la situation sur les différents segments de yy :

g
/ - 2dz
AB ZI°—W

T
/ 5 2a’z
BC 2 —WwW

Dans tous les cas, on a un intervalle de longueur de I’ordre de

—k

s
/ , dy
. (k+1/2+iy)?—w? ‘

—k=1)2
/ T
ke12 (x +ik)? —w?
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k et une fonction en valeur absolue de ’ordre de 1/k On en

déduit que :

k—+o00 20T

1
lim — [ f(z)dz=0.
m ‘/Yk 2)dz

4. Les poles de f a I’intérieur de yg sont: z = w, z =w, Z = n,
les entiers n € [k, k].

5. Les résidus correspondants sont :

mTcotw —mcotw 1

2w T 2w T n2—w?

6. On applique le théoreme B.3.6 (théoréme des résidus)

1 mcotw —mcotw k 1
5= | f@dz = + + Z BRI

_ 2 _ 2
2imw e 2w 2w ot =w

7. On a le résultat en faisant tendre k vers 1’infini.

Lemme C.1.4.

+00 2
sinmz = nzl—[ (1 — %)

Démonstration. On pose

+00 Zz
h(z) = nzn (l - ﬁ))
n=1
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On prend les dérivées logarithmiques de h(z) et sinxz :

(sinmz)’ mcosmz @

sinmz sinmz tan g

Et:

vo _ mmE(-E) s (a5

h(z) (rz 1S, (1_i_2)) o (1_
2z
1 S (—m) 1 &S 2z
- E*Z( _i):E Zzz 7
n=1 2 n=
= dl d’aprés C.1.3
tanmz

Donc, avec une constante C :
sinrz = Ch(z)

Mais

sinmz B

lim 1 et lim@:
z—0 Tz z—0 M2

1

DoncC =1

102
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C.2 Gamma

Definition C.2.1. Pour s complexe tel que : R(s) > 1
+00 dt
I'(s) = / e 't —
0 t

Lintégrale converge car |5~ | = (R)-1,

Lemme C.2.2. Pour s complexe tel que : R(s) > 1
I'(s+1) = sI(s)

Démonstration. : intégration par partie.
+00 ldt |+00 +00 |
I's+1) = / e 't — = [—e_tsts_ ]0 +/ e st dt = sT(s)
0 0

O

Théoreme C.2.3. T peut étre étendue a C tout entier par la relation
I'(s) = I'(s + 1)/s. La fonction T obtenue est telle que I'(1) = 1. Elle

a des poles simples en 0 et aux entiers négatifs.

Démonstration. 1. Valeuren 1.
+00
Ia = / eldt =1
0

2. T a des pdles simples en O et aux entiers négatifs : I'(1) =
0 x I'(0), puis I'(0) = (-1) x I'(-1), ['(-1) = (=2) x ['(-2),

etc.
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Lemme C.2.4. Pour s réel, positif.

n

I(s) = lim A (l—i)nts‘ldt

n—+o0o n

Démonstration. On sait que :

Mais :

INA

t
e’ = lim (1--)"
n

n—+oo

e log(1-%)

en(=7) parce que log(l — x) < —x pour 0 < x < 1

e—t

La convergence est dominée. Donc uniforme. On peut inverser les

sommations et limites :

n
lim (
n—+oo Jq

t n
1 - —) 57 dt

+00

: r\" s—1
lim (1—;) 7 o) (2)dt

n—+oo J

+00 1\ |
/ lim (1-2) g u(r)dr
0 n

n—+oo

+0o0
/ e dr
0

n
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Lemme C.2.5. Pour s réel, positif.

n!'n®

T
n—1>Toos(s+ )...(s+n)

I's) =

Démonstration.

n r\n 1 n 1
/ (1 _ _) ts—ldt — ns/ (1 _ T)n Ts_ldT — ns_/ (1 _ T)n—l Sdr
0 n 0 s Jo

— nsﬁn_ ! /l (1 _T)n—Z stz
ss+1 Jg

= nsﬁn_l... ! /l(l—T)OTn+S_1dT
ss+1 s+n—-1Jp

an—1 1 1 s n!
n’— X =n
ss+1 s+n—1 s+n s(s+1)...(s+7

O

Lemme C.2.6. Pour touts € C:

1 = S, _s
— = s | [+ )t
0 se !;l( l_)e
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Démonstration. Pour s réel, positif.

n no i n! B n

1,1 1
eSlogn e_S(T+7+"'+W)

X
sS(L+s)(L+3) ... (1+2) 7 gmsthetetd)
es(logn—(%+%+...+%))

s(1+8)e™ W1+ $)e@) (1 + 5)esw)
e s

I'(s)

lim ]
n—+eo H?:](l + %‘)e—s(;)

Pour tout s complexe, [T/5](1 + %)e‘% converge, donc :

1 A N s
— = s | |1+ )77
I'(s) D i

Lemme C.2.7. Formule des compléments. Pour tout u complexe :

Tl -—u) = —~

sin ru
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Démonstration.
1 +00 0. oo L
m = ye™ !:[(1 + ;)e‘T X (—u) oY1) 1:[(1 + T)e_T
+00 uz
= —M2 l_ll(l _ l_z)
I(l-u = —uF(l:u)
. oo u2
sin(ru) = nu L_l[(l - i_z)
O
Lemme C.2.8.

G = Vr

Démonstration. On fait u = 1/2 dans la formule des compléments.
O

Definition C.2.9. Pour R(u) > 0, R(v) > 0,

1
B(u,v) = / M1 =) dr
0

Lemme C.2.10. Pour R(u) > 0, R(v) > 0,

I')(v)

B, v) T(u+v)
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Démonstration.

+00 +00 +00 +00
rwr(v) = / e"t”_ldt'/ e_ssv_lds=/ / e~ vl gy
0 0 0 0

On fait le changement de variable : t = xy, s = x(1 —y), x =t + s,

y=1/(t+s)

F(u)r(v) — / e 1yv 1 _v— 1(1 y)v—lxdxdy

|
/ o UV 1dx,/01 v (1 =y ldy = T(u + v)Bu, v)

O

Lemme C.2.11. Pour R(u) > 0, R(v) > 0,

% 2u—1 2v—1
B(u,v) = 2/ (cosd)™  (sing)™"™" d¢
0
Démonstration.

B(u,v)

1
/ t2u—1(1 _ t)2v—1dt
0
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Changement de variable : t = cos” ¢, dt = —2cos ¢ sin ¢

0
- / (cos ¢)*“V(sin ¢)>“~D2 cos ¢ sin ¢pd

2

/ T (cos 6P (cos 62~ d
02

B(u,v)

Lemme C.2.12. Formule de duplication. Pour tout u complexe :

I'Cu)

F(u)l“(u—i—%) = 2\/;27

Démonstration.

2 /Z(COSgb)zz_l(Sin(ﬁ)zz_l d¢ =2 21—2z /Z(Sin2¢)2z—l d¢
0 0

o e
21722 / (sint)* 1 dr = 21_2Z.2'/2 (sint)* ' dr
0 0

B(z,2)

B(%,z) = 2 /0 * (sing)=" dg
B(z,z) = 21‘223(%,@
QL) _ i T(2)I(3)
re) ~ ° Te+d)

21—22 \/J_TF(ZZ)

[(2)[(z + %)
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C.2.1 Formule de Stirling

Lemme C.2.13. 1. On pose, pour x > 0, ¢(x) = x — 1 — In(x).
2. On pose p(x) = (x — 1)2/2.
3.¢'(x)=1-1/x,¢'(1) =0, $(1) = 0, ¢(x) = 0;
4. limy_0 ¢(x) = limy— 400 P(X) = 400,
5. 0na:p'(1)=0,p(1)=0.
6. Sur[0,1], ¢(x) > p(x) et 0 < 1 — ¢~5@X)-PX) < 1,
7. Sur[l,+o0], x—1 < ¢p(x) < p(x) et 0 < 1 —e=5PX)=¢(x) < 1,

Démonstration. Calculs immédiats ]

Théoreme C.2.14. Formule de Stirling

o\ ()

Démonstration. 1. Par définition, pour R(s) > 0,

F(s):/ e dt
0
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On fait le changement de variable : = sx

(o]
sS/ 7l e™X dx
0
(o]
sse_S/ 27l gy
0

sse—s/ e—s¢(x) dx
0

2. On fait le changement de variable suivant, qui est possible

parceque?"\(s)>O:u=\/§(x—1),x=1+\/L§1

o an? 1 W2 V2
/ e dx:—/ e du =L
—eo Vs Jow Vs

On en déduit que :

I'(s)

_ _go?

lim e 7 dx = 0
s—+oo [

_ _g=1?

lim e 2 dx =0
§—+00 0

. 0 _S(x—])2

lim ez dx = 0
s—+o0 [

3. Il reste a montrer que la différence :

00 o0 oe1)?
/ e 5 dx—/ e_“'( n dx
0 —00
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tend vers O lorsque s tend vers I’infini. On la réécrit :

o x-1)2 0 x-1)2
/ (e_s“’(x) — et ) dx — / e T dx
0 —00

On a déja vu que la seconde intégrale tendait vers O.

4. En ce qui concerne la premiere. On la décompose : /O+O° =
1 +00
b+l
5. 8Sur[0,1],ona:0 < 1 —e5@XP0) <1 (x-1)> <(1-x),
e‘ms)u_zl)2 < RO ¢t

1
/ (e—sp(x> _ e—w(x)) dx
0

1
_ / e_m)pmx(1_e—ms>(¢<x>—p<x») dx
0

L R LR
e MNP dx = e M T dx
0 0

1 _ —-R(s)/2
/ RO gy o220 T 2
0 R(s) R(s)

IA

IA

6. Sur[l,+c0],ona:0 < 1 — e s@X=¢M) < 1 et

+00
/ (e—S¢(X) _ e—sp(x)) dx
1

_ / R0 o (1 - e ROe0-00)
1

+00
/ o R0 g,
1

T R 1
e MW gy = ——
./1 R(s)

O

IA

IA
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C.3 Theta
Definition C.3.1.
O0(x) = Z e
n>1
@(X) — Z e—nznx
nez
Lemme C.3.2.
Okx) = 20(x)+1
Ok -1
0 = —
(x) .
Démonstration. Evidente. ]

Lemme C.3.3. 6 est indéfiniment dérivable a décroissance rapide.

Démonstration.
Q(k)(x) — Z(_n2ﬂ)ke—n2n’x
n>1
lim P(x)0®(x) = 0
X—+00

O

Lemme C.3.4. Formule de Poisson. Soit ¢ indéfiniment dérivable a
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Annexe C Rappel : Fonctions spéciales

décroissance rapide. Soit ¢ sa transformée de Fourier. Alors

Ddm) = > )

nez nez

Démonstration. On pose ¥(x) = Y, ¢(x + n). ¢ est bien définie et
continue, étant données les hypothéses sur ¢. ¢ est périodique de

période 1. C’est la somme de sa série de Fourier :

w(x) — Zake—Ziﬂ'kx

k

avec

ak

! 1
“2mkx gy = f ~dinkx 4
/o pe Hdx = | ;qb(xm)e .
! n+l
Z/ o(x + n)e—zmkxdx - Z/ ¢(t)e_2i”k(l_”)dt
— Jo ),

n+1
Z/ ¢([)e—2i7rkldt — /¢([)e—2inkldt — (ﬁ(k)
noJn R

On fait x = 0.

W) = > g =) ae™0=%"a =% §k)
n k k

Lemme C.3.5. Soit t > 0. Soit ¢(x) = e ™%, Sg transformée de
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Fourier est

N 1
p(y) = —e
Vi
Démonstration.
+oo +00 .
$(y) = ZL e'_’”xze”‘ya’x=2i e 5T ) dx
T T

_ m<2,?,>2 1 / —m(x—;mzdx

+oo+i 2=
—my? 2\5

2 1
= e — e —duavecu—\/_(x—l ), du = Vtdx
Vi it

2r >
—00+1 N

1 7ry +oo+ic ) 1
= —e t parce que —/ e ™ du=—

co+ic

Et

IA

T+ic )
/ e ™ du
T

/C |e—7r(—iu+T)2| du
0
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1 +T+ic ) 1 -T +T
lim —/ e™duy = lim — / +/
T—+00 27T J_14iic T—+00 270 \J_T4ic -T

+00

e dy = 1

+T+ic
- [ )
T

C
/ |e—7r(u2+T2)’du < co~™T)
0
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Lemme C.3.6.
o) = VoW

Démonstration. On applique la formule de Poisson a la fonction ¢

ci-dessus :
Ddm) = > )
nez nez
| —ntn?
—e 1t = e
1 1
$®(;) = 0@)
O
Lemme C.3.7.
62) = BVE+2(VE—1)
X 2
Démonstration.
ol)-1 _ _
9(1) _ () _ VA0 -1 Vx(20(x) + 1) 1:9(x)\/}+1(\/;_1)
X 2 2 2 2
O
Lemme C.3.8.

%+9(1)+49’(1) =0
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Démonstration. On dérive.
IRY 1 ’
(1) = (ovE 5051
-1 1 1 1
—0'(-) = ¢ +0(x)— + —
S0Q) = VT
On fait x = 1

-0'(1) = 0/(1)+0(1)%+;¥

Ce qui est bien le résultat cherché.
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Annexe D

Formules de Jensen et
factorisation des fonctions
holomorphes d’ordre 1

D.1 Fonctions harmoniques

Théoreme D.1.1. Egalités de Cauchy-Riemann. Soit f holomorphe
dans un voisinage de 7. Si on écrit : z = x + iy, f(z) = f(x +iy) =

u(x,y) +iv(x, y), alors :

ou ov
8_x(x0a )’0) - a_y(xo’ YO)
ou ov
a_y(x()a )70) - = a(x(% )’0)

Démonstration. On a :

f@) = fz) = [f@D)z—z0)+...
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holomorphes d’ordre 1

En tant que fonction de R? dans C, on a :
ou ou
f(2) = f(z0) = (x=x0)7=(x0,y0) + (y = y0) 5= (0. Y0)
ox ay
. ov _ ov
+i(x = x0) 7=(x0, yo) +i(y = yo) 7~ (x0, yo) + . ...
ox ay
Si f'(z) =a+ib,ona:

(@a+ib)(x —xo+i(y —yo) +... = alx—x0)—b(y—yo)

+i(a(y — yo) + b(x — x¢)) + . ..

Donc, en égalisant les développements au premier ordre :

ou v
a = a(xo,yo)—a—y(xo,yo)

ou ov
b = 8_y(x0’y0)__8_x(x0’y0)

O

Théoreme D.1.2. Soit f : C — Cquel'onécrit: f(z) = f(x+iy) =
u(x, y) + iv(x, y). Si u et v sont dérivables et vérifient les égalités de

Cauchy-Riemann, f est holomorphe.
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holomorphes d’ordre 1

Démonstration. On écrit :

f(x+hy+k)

u(x+h,y+k)+iv(x+hy+k)

flx,y)+ h (x y)+ k—(x y)

0
in 2 (e y) + ik 2 (x,y) + ol 1)
ox ay

Les égalités de Cauchy-Riemann sont :

ou_ov . ou__dv
dx  dy dy  Ox
On a donc :
ou ou av av ou . Ou
h—+k—+ih—+ik— = (h+ik)|——-i—
8x+ 6y+l I +i P ( +z)( zay)
= (h+ik)i (_laiyv + %)
1 o [Ou+iv)  O(u+iv)
= 2(h+1k)( " i 3y
1L (of .of
= —z|l— -1—
2 \ox Oy

Donc : g = (1/2)(0f/0x —idf/dy) est la dérivée de f. Et f est
holomorphe. O

Notation D.1.3. Pour f : C — R, on note les opérateurs

ﬁ of 8f o af _af laf
dz Ox 8y dz ~ dx Oy

120



Annexe D Formules de Jensen et factorisation des fonctions

holomorphes d’ordre 1

Lemme D.1.4. Si f est holomorphe, alors

dR(f) _ d3(f) _
dz  dz

0

Démonstration. Développer. O

Notation D.1.5. Pour f : C — R, on note l'opérateur :

8*f 9*f ddf ddf
ox oy dzdz dzdz

Definition D.1.6. f : C — R est harmonique si Af = 0.

Lemme D.1.7. f : C — C est holomorphe si et seulement si R(f),

3(f) sont harmoniques.
Démonstration. Découle de D.1.1. O

Lemme D.1.8. Soient u,v continiiment dérivables de U c R? dans
R, ou U est un ouvert simplement connexe. Il existe une fonction
w de U dans R tel que Ow/0x = et Ow/dy = v si et seulement si
ou/dy = 0v/dx

Démonstration. 1. Siun tel w existe, alors

ou 0w 3 ov

Fy_ayax_a

2. Supposons que du/dy = dv/0x,
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a) Soit (xg, y0), (x,y) € U tels que le carré de diagonale
(x0, ¥0), (x, y) soit inclus dans U ; on pose

y x
w(x,y) = / v(xo, y)dy’ + / u(x’, y)dx’
B X

0 0

b) Cette fonction a les dérivées voulues :

ow
B—(Ly) = u(x,y)
X
a—w(x,y) = V(xo,y)+/ de’
5)1 xo ay
= o+ [P ar <)
X0

¢) Lorsque (x, y)esttel quele carré de diagonale (xo, yo), (x, y)
n’est pas contenu dans U, on construit un chemin constitué
d’une suite (xg, yo), (x1, ¥1)s - - ., (Xn, Yn) telle que (xy, ¥,) =
(x,y) et que les carrés de diagonale (x;, y;), (Xi+1, Vi+1)

soient inclus dans U. On définit alors :

0
Yi+l1 Xi+1
Wi vi) + f V(e y)dy + / W, yiur )’

Yi Xi

w(xo, yo)

w(Xit1, Yie1)

d) Cette fonction a, elle aussi, les dérivées voulues

e) U étant simplement connexe, s’il y a deux chemins al-
lant de (xo, y0) a (x, y), ils sont homotopes. La somme en

question ne dépend pas du chemin.

122



Annexe D Formules de Jensen et factorisation des fonctions

holomorphes d’ordre 1

O

Théoreme D.1.9. Une fonction harmonique est la partie réelle d’une

fonction holomorphe

Démonstration.
2 2
a_f + a_f =0
dx%z  9y?
9 0f 0 of

Ox 0x dy 0y

D’apres D.1.8, il existe g tel que dg/dy = df/dx et 0g/ox =
—adf/dy. Alors f +ig satisfait les équations de Cauchy Riemman et
est holomorphe. O

Lemme D.1.10. Si f est harmonique sur un voisinage du disque

unité

27
10 = 5o [ st

Démonstration. Découle de la formule intégrale de Cauchy et de
D.1.9. =

Lemme D.1.11. Pour toute fonction holomorphe f, sur un ouvert

ou f ne s’annule pas, on a :

f'(z)
f(2)

d
7z loglf @l =
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Démonstration.
d d 1d 1d 1d
—1 = —1lo =-——1 =-——1 ——1
i ogz] e gz P 0g 2z sz loet 5 0gz
1( 0
= 5((a— z—)log(x+zy)+(——z—)log(x—zy))
1( 1 i 1 =i )
= 3 — 1 — + — —1 -
2\x+iy x+iy x-—-iy x-—iy
B 1
Cx+4iy oz
Et donc :
d f'(2)
—lo =
el = 25

O

Lemme D.1.12. Si f est holomorphe sur un voisinage du disque

unité et ne s’y annule pas, alors, log | f(z)| y est harmonique

Démonstration. Comme f” est aussi holomorphe et que df’(z)/dz =

O,ona:
Alog|f(2)] = %ilog|f<z>|
4@ (4@ df’(z) 2 _
_ de(z)_(( dz) ¥ )/(f(z) -0
(|
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Lemme D.1.13. Sous les mémes conditions,

1 2r )
loglfO) = 5= [ oglfe)ido

Démonstration. Découle de D.1.10 et de D.1.12. m]

D.2 Transformation de Moébius

Definition D.2.1. Soit 7 tel que |z| < 1. On considére la fonction

w+Z
w+1

hy(w) =

Lemme D.2.2. C’est une bijection holomorphe du disque unité sur

lui méme.

Démonstration. 1. Ona:

[w|? + |z|> + 2R(wZ)

h 2
12w Wl2lzl2 + 2R @Ew) + 1

2. h; applique le cercle unité sur lui méme :

lhz(w)l = Lsifw|=1

125



Annexe D Formules de Jensen et factorisation des fonctions

holomorphes d’ordre 1

3. h, applique I'intérieur du disque unité sur lui méme :

wlz]” +2R@Ew) + 1 = |w]* — |z]* - 2R(w2)
1= (w)?

[w|2|z|? + 2R (Zw) + 1
wiz* + 1 = [w]* = |z
[w|2|z|? + 2R(Zw) + 1
A-wPA -1z _ A= [w( -z
wl2[z]? = 2|wl|z] + 1 (Iwllz] = 1)?
> 0si|w| <1 parce que |z] < 1

< Osi|w| > 1 parce que |z| < 1

4. h, est inversible d’inverse g, :

V—2z

g:(v) -2
-2V

5. g, applique le disque unité sur lui-méme. Méme démonstra-

tion.

D.3 Formule de Jensen

Lemme D.3.1. Soit f holomorphe sur un voisinage du disque de
rayon 1, n’ayant pas de zéro sur la frontiére ce disque. Soient z; les

zéros de f a Uintérieur du disque unité. Si f(0) # 0, alors on a :

1 2 .
logl 0= Y toglzl = 5- [ gl
J
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Démonstration. On remarque que, pour |z| = 1:

l-Z;z 1-zz 3 1+ |Z|2|Zj|2 -2R(z;z) B
-3 z2-7 |z|? + |Zj|2—2R(EjZ)

= 12
-7z

=35

On applique D.1.13

27
loglfO1 = - [ togl(e)ias

a la fonction :

1-7;
0 = fQ ==
J

S Z
J
O

Théoreme D.3.2. Soit f holomorphe sur un voisinage du disque de
rayon r, n’ayant pas de zéro sur la frontiere ce disque. Soient z; les

zéros de f a Uintérieur du disque unité. Si f(0) # 0, alors :
Zj 1 2 "
tog | £0) - Y tog| 21 = 5= [ loglrtre)ids
; r T Jo

Démonstration. On fait une homothétie de rapport r et on applique
D.3.1. m|

Lemme D.3.3. Soit f holomorphe sur un voisinage du disque de
rayon 1, n’ayant pas de zéro sur la frontiére ce disque. Soient z; les

zéros de f a Uintérieur du disque unité. Si 7 est tel que |z| < 1 et
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f(z) #£0, alors :

—Z

log |£(2)] ~ ) log |-
J

2 0 |Z|2
= —/ log | (¢ )|| e

-7z
Démonstration. On considere la fonction

gw) = f(h(w))
Lesw; = hZ_I(Zj) sont les zéros de g. On applique D.3.2 a g.
1 2 0
ogl0) - Y oehsl = 3 | oelsteas
Ona:
h(C) = C

On fait le changement de variables

iH 0y _ e +Z

M= (e = S

. eiH — z

0 = gty =

—ze
. iH _ in(] —
ie0do =i X4y = Md
1 —zetm (-1 + ei1z)

1= 2 1= 2
40 |z| : |z|

(=) —em) ! Tz enp
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Donc
L o SE
i _ 14
E/o log |g(e?)|d6 = —/ loglf(e“)l| m|2
Et:
2 2
Zj—2 0 -zl
lo - > lo — = — lo ée' do
g f (@) ; g -z / gl ( )|| — 02

O

Théoreme D.3.4. Soit f holomorphe sur un voisinage du disque de
rayon r, n’ayant pas de zéro sur la frontiére ce disque. Soient z; les
zéros de [ a lintérieur du disque unité. Si 7 est tel que |z| < r et
f(z) #0, alors :

-z
sz/r

1 2 2
= o [ toelrtre) = o
2w 0

| rel(‘)|2

log | £(2)| - Z log |-—=—

Démonstration. Onutilise D.3.3 eton fait une homothétie de rapport
r. =

D.4 Ordre d’une fonction analytique

Definition D.4.1. Une fonction analytique sur C est d’ordre 1 si

pour tout €, il existe M vérifiant : pour |z| > M, ona :

1f(2)] < eI
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Lemme D.4.2. Si f est d’ordre 1, avec un zéro d’ordre m en 0, si

g(z) = f(2)/z avec g(0) # 0. Alors g est aussi d’ordre 1.

Démonstration. Soit M’ correspondant a €/2. La croissance de
I’exponentielle étant plus rapide que celle du logarithme, il existe
M" tel que log|z| < %Izl”‘/z(lzle/2 — 1) pour |z| > M”. Soit
M = sup(M’, M""). Alors pour |z| > M

Z|l+e/2 |l+e/2 |1+e

emloglzl < elz +mlog |z| < e|Z

le@)] = 1f@)Ix|z" < el

D.5 Produit d’Hadamard

Dans toute cette partie, f est une fonction holomorphe d’ordre
1. Soient 0 < |z1| < |z2] < ... les zéros de f classés par valeur

absolue croissante. On note n(r) le nombre de zéros z; < r.

Lemme D.5.1. Ona :

J < n(zl)
Démonstration. Par définition. O

Lemme D.5.2. Soit € > 0, il existe M tel que, pour r > M, on ait :

n(r/2)log2 < 2r'*€
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Démonstration. Soit € et M’ la valeur correspondant a € dans la
définition D.4.1. Soit M" tel que |log | f(0)|| < r'*€ pour r > M".

Pour r > M = max(M’,M"), on a, en appliquant la formule de

Jensena f :
Z] 1 2 )
tog70) - Y 10g[Z] < - [T oglrre)ias
r 21 Jo
zZj<r
1 n 1+e
< — loge” “df < r'*e
2n 0
Donc :
log|—| < rlite +log | f(0)] < 2rl+e
; Zj
Zj<r
Mais
Zlog Ilos Z log| | > Z log2 > n(r/2)log2
- Zj ’ Zj ;
zj<r zj<r/2 Zj<r/2

O

Lemme D.5.3. Soit € > 0, il existe M et N tels que, pourr > M, on

ait :
n(r) < Nrit€

Démonstration. On fait une homothétie de rapport 2 et on applique
D.5.2.
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Lemme D.5.4. Pour |zj| > M

gl = T
Démonstration.
J £ n(|z;|) d’aprés D.5.1
< |zj|1+€p0ur lzj| > M
1
|zj| > jTe€ eninversant I’inégalité
Lemme D.5.5.
: 1,
S = lim |—]° < 4o
r—+00 Zi
lzjl<r ™
Démonstration.
2P = -+ D, I
lzjl<r % 0<lzj|<m ™/ M<|zj|<r %
1, 1 2
< Z |—| +Z > <+00parceque1
0<l|zj|<M 4 joJ e te
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Lemme D.5.6.
Z&;) < too
— 7
Démonstration.
n(r) ~ ]_ (I’+1)2 1
Zr_2 = Z Z ﬁ_z Z r2 (r+1)2
r r r<|zj|§(r+l) r r<|Zj|(r+l)

IA

1 1
DI I e -k DI T

r<|z (r+]) T r<lz e+ 1) |2

1
< 222—2 < 400
— 1zl

Lemme D.5.7. Pour tout z, il y a convergence de
l_[(l _Z ) eZ/Zj
j Zj

et cette convergence est uniforme sur tout compact.

Démonstration. Soit K un compactet z € K.
Z . b4 z
lo 1— )t/ log(1- =)+ —
g(|j|( z,-) § ( 8( Z_) Z_)

~ J J
Zlog(l - i) + X

J

2

|zj1<2|z|

IA

log(1 - i) + X
g%

py

zj1>2]z|

log(1 — i) + X
Zj Zj
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La premiere somme est bornée indépendamment de z € K :

Z Z
log(l-—)+—| <
I D)

Z
% J |zjle2K /

log(1 - i) +
Zj Zj

lzj 1<2]z|

La seconde également :

1 1
log(1- =)+ —| < 3 —|Z|? d’aprés D.5.10
Iz 1>21z] S o VIS
2|z|? 1 1
< 2z |—|2parcequel—|£|2§
21521z ¥ 4

< |z|*S d’aprés D.5.5

< +oo indépendamment de 7 € K

Definition D.5.8. On pose :

h(z) = f(Z)/(zm]—[(l—ﬁ)eZ/zf)

J J
Lemme D.5.9. On peut écrire
h(z) = €@

Démonstration. h n’a pas de pdles. On peut en prendre un loga-

rithme. o
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Lemme D.5.10.

Démonstration.
log(1 - z)

[log(1 - z) + 2]

Lemme D.5.11.

Pour |zl < 1,0ona:

2> 1
log(l-2)+z —_—
log(1 =) +2l < S
>
nzln
2 3
z z Ly 3
< =+ 4 <22+ P <
< [Sele|sglee s
2> | 1 2> 1
T2 |1-z|7 2 1-]|g
g(2) est un polynéme de degré 1

Démonstration. On peut supposer que m = 0.

1. D’une part :

fz) = 8@ l_[(l _i.)ez/z,-
J

Zj
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’ ’ 1-% 12\
flol (e ( (e?/%7)
f (Z) - e8(2) Z 1-% ; ez

— o ’
g (2 - + ) —(z/z)
; =I5 ; Zj !
1 1

(1

8 (Z)‘Z( = .‘—2)
F\ETY g
Et en dérivant une fois de plus :

1\ o 1
(7) (@) = ¢ (Z“;(z_zj)z

2. D’autre part, on a la formule de Poisson-Jensen :

2
-z
loglf@1 = Y tog| ==t = - [T hog e T =E0
r— zz]/r |z —
lzjl<r
3. On la dérive par rapporta z :
d f'(z)
—1 = d’aprés D.1.11
Sloelf@l = L5 dapres
Zj—z 1 Zj
—log| ———| = - + —=
dz gr—zzj/r| 2—-2z; zz;—r?
d r—|z]* 2ret?
dZ |z —rei2 — (z—reif)?
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4. On en déduit :

’ Z
F(Z) - —.i 2
z1<r le1<r <% T
2 i0
+5- / log | f(re®)| s le)zda
5. On dérive cette égalité par rapport a z :
—272
=) = -
2 B o l<r &%
2 i0
*+5- / log | f(re'?)] - le)3d9

6. On fait tendre r vers +oo. Soit
m, = 1+max|f(z)]
lz|=r

1+e

On prend r assez grand pour que r > 2|z| et que m, < e”
Alors :

ret?

| <
(Z _ rel())S

2

72

7. Onar > 2|z|. Pour |z;| <r:

=2
<j

(z = zj)?

|Z]|2

Il
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8. D’apres D.5.6 : lim, . n(r)/r> = 0. Donc, si on applique
I’inégalité de Schwarz.

2

2 i0
[ sttt

27 i0 2
— re
< lo " do x / — | a6
[ ostsennPanx [ L0
2r 2
< / r2(1+6)d0></ rtdo
0 0
Et:
2 0 ei@
. 13 —
rgﬁloo/o log |f(re )|W|d9’ =0

9. On en conclut que :
(Z) m _ -1
o) f@ ) 2‘ (z—z)?

10. Donc : g@(z) = 0. Et g est un polynéme de degré 1

On ainsi obtenu le théoréme cherché.

Théoreme D.5.12. Hadamard-Weierstrass. Soit f holomorphe d’ordre

1 a Uinfini, et d’ordre m en 0. Soient z; ses autres zéros. Alors, on
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peut écrire :
f(2) = e8@) % 7M % 1—[(1 - £)ezii
; %

Ou g est un polynéme de degré 1. La convergence du produit est

uniforme sur tout compact.
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