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Chapitre 1

Introduction

Intéressons-nous à la somme :

1 +
1
22 +

1
32 +

1
42 +

1
52 + . . . =

∑
i≥1

1
i2

Lemme 1.0.1. Cette somme est absolument convergente.

Démonstration. Pour 1 < i ≤ x ≤ i + 1, on a : 1/i ≤ 1/(x − 1),
d’où :

N∑
i=1

1
i2
= 1 +

N∑
i=2

∫ i+1

i

1
i2

dx ≤ 1 +
N∑
i=2

∫ i+1

i

1
(x − 1)2

dx

= 1 +
∫ N+1

2

1
(x − 1)2

dx = 1 +
[
−

1
x − 1

]N+1

2
= 1 −

1
N
+ 1 < 2

�
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Chapitre 1 Introduction

1.1 Un calcul

Théoreme 1.1.1. ∑
i≥1

1
i2
=

π2

6

Démonstration. Comme la somme est absolument convergente :∑
i≥1

1
i2
= 1 +

1
4
+

1
9
+

1
16
+

1
25
+

1
36
+ . . .

=

(
1 +

1
9
+

1
25
+ . . .

)
+

(
1
4
+

1
16
+

1
36
+ . . .

)
=

(
1 +

1
9
+

1
25
+ . . .

)
+

1
4

(
1 +

1
4
+

1
9
+ . . .

)
=

∑
n≥0

1
(2n + 1)2

+
1
4

∑
i≥1

1
i2

Donc : ∑
i≥1

1
i2
=

4
3

∑
n≥0

1
(2n + 1)2

Mais :

1
(2n + 1)2

=

∫ 1

0

∫ 1

0
x2ny2ndxdy

6



Chapitre 1 Introduction

Et∑
n≥0

1
(2n + 1)2

=
∑
n≥0

∫ 1

0

∫ 1

0
x2ny2ndxdy

=

∫ 1

0

∫ 1

0

∑
n≥0

x2ny2ndxdy =
∫ 1

0

∫ 1

0

1
1 − x2y2 dxdy

On fait le changement de variables

x =
sin u
cos v

y =
sin v
cos u

u = arctan

(
x

√
1 − y2

1 − x2

)
v = arctan ©­«y

√
1 − x2

1 − y2
ª®¬

Le Jacobien est

J =

����� cosu
cos v

sinu sin v
cos2 v

sinu sin v
cos2 v

cos v
cosu

����� = 1 −
sin2 u sin2 v

cos2 v cos2 v
= 1 − x2y2

L’intervalle d’intégration devient l’ensemble A des couples (u, v) tels
que u ≥ 0, v ≥ 0, u + v ≤ π/2. La surface de ce triangle, rectangle,
isocèle de côté π/2, est π2/8. Donc :

∫ 1

0

∫ 1

0

1
1 − x2y2 dxdy =

∫ ∫
A

dudv =
π2

8
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Chapitre 1 Introduction

Et ∑
i≥1

1
i2
=

4
3
π2

8
=
π2

6

�

1.2 Une décomposition

Théoreme 1.2.1. ∑
i≥1

1
i2
=

∏
p

1
1 − p−2

Démonstration. Soit p un nombre premier et Ip l’ensemble de ses
puissances : Ip = {1, p, p2, p3, . . .}. Alors∑

i∈Ip

1
i2
=

∑
j≥0

1
p2j =

1
1 − p−2

Soient p et q deux nombres premiers ; Ip et Iq sont disjoints ; soit
Ipq l’ensemble des produits d’un élément de Ip et d’un élément de
Iq. Alors ∑

i∈Ipq

1
i2
=

∑
k∈Ip

1
k2

∑
j∈Iq

1
j2 =

1
1 − p−2

1
1 − q−2

D’après le théorème fondamental de l’arithmétique tout nombre
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Chapitre 1 Introduction

entier s’écrit comme produit fini de puissances de nombres premiers :

i =
∏
p

pip

Il est équivalent de dire que i appartient à Ip1p2...pk , où

1. les pi sont les nombres premiers qui apparaissent dans la
décomposition de i

2. Ip1p2...pk désigne l’ensemble des produits d’éléments des Ipi

On considère les ensembles Jn = Ip1p2...pk où les pi sont les
nombres premiers plus petits que n. On a :

∑
i∈Jn

1
i2
=

∏
p≤n

1
1 − p−2

On a : ∑
i≥1

1
i2
=

∑
i∈Jn

1
i2
+

∑
i<Jn

1
i2

Mais : ∑
i<Jn

1
i2
≤

∑
i≥n

1
i2

9



Chapitre 1 Introduction

Comme la série de terme général 1/i2 converge, on a

lim
n→+∞

∑
i≥n

1
i2
= 0

On récapitule :∑
i≥1

1
i2
= lim

n→+∞

∑
i∈Jn

1
i2
+ lim

n→+∞

∑
i<Jn

1
i2
= lim

n→+∞

∑
i∈Jn

1
i2

= lim
n→+∞

∏
p≤n

1
1 − p−2 =

∏
p

1
1 − p−2

�
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Chapitre 2

La fonction ζ

2.1 Définition

Definition 2.1.1. Pour s ∈ C,<s > 1,

ζ(s) =
∑
n≥1

1
ns

Théoreme 2.1.2. La fonction ζ est une fonction holomorphe définie
pour<s > 1.

Démonstration. On écrit, pour<s > 1 :∑
n≥1

1
ns
=

∫ +∞

1
2

d[x]
xs
=

[
[x]
xs

]+∞
1
2

+ s
∫ +∞

1
2

[x]
xs+1 dx

= s
∫ +∞

1

[x]
xs+1 dx

11



Chapitre 2 La fonction ζ

La série converge absolument pour<s ≥ s0 > 1 :∑
n≥1

���� 1
ns

���� ≤ |s |
∫ +∞

1

x
x<s+1

dx = |s |
∫ +∞

1

1
xs0

dx < +∞

Le résultat est dérivable :

d
ds

∫ +∞

1

[x]
xs+1 dx =

∫ +∞

1

d
ds
[x]
xs+1 dx = −

∫ +∞

1

[x]
xs+1 log xdx

�

2.2 Convergence et prolongement

Théoreme 2.2.1. La fonction ζ qui est définie pour <s > 1 se
prolonge pour <s > 0 en une fonction méromorphe qui a un seul
pôle en s = 1.

Démonstration. On a, pour<s > 1

ζ(s) = s
∫ +∞

1

[x]
xs+1 dx = s

∫ +∞

1

x − ([x] − x)
xs+1 dx

= s
∫ +∞

1

x
xs+1 dx − s

∫ +∞

1

([x] − x)
xs+1 dx

=
s

s − 1
− s

∫ +∞

1

([x] − x)
xs+1 dx

Comme 0 ≤ x − [x] < 1, la dernière partie de la formule définit une
fonction holomorphe pour<s > 0. Et le résultat.

�

12



Chapitre 2 La fonction ζ

2.3 Produit d’Euler

Théoreme 2.3.1. Pour R(s) > 1

ζ(s) =
∏
p

1
1 − p−s

Démonstration. C’est la conséquence du théorème fondamental de
l’arithmétique. On a :

1
1 − p−s

=
∑
k≥0

p−ks

La démonstration qui a été donnée pour s = 2 en 1.2.1 se généra-
lise sans peine. Il y a équivalence entre les nombres entiers et les
produits finis de puissances finies de nombres premiers. Donc, for-
mellement, les deux expressions de ζ , somme et produit, coïncident.
Elles convergent toutes les deux pour R(s) > 1. �

2.4 Équation fonctionnelle et prolongement de
ζ à tout le plan complexe

Soit θ(x) =
∑

n≥1 e−n
2πx ; la définition et les propriétés de la

fonction θ sont données en C.3.

Lemme 2.4.1. Pour<(s) > 1, on a :

ζ(s) × Γ(
s
2
) × π

−s
2 =

∫ +∞

0
θ(x)x

s
2 dx

13



Chapitre 2 La fonction ζ

Démonstration. On a :

π−
s
2 Γ(

s
2
)

1
ns
=

1
ns
π−

s
2

∫ +∞

0
e−x x

s
2

dx
x

=

∫ +∞

0
e−n

2πyy
s
2

dy
y

avec le changement : x = n2πy

Donc :

ζ(s) × Γ(
s
2
) × π

−s
2 = π−

s
2 Γ(

s
2
)
∑
n

1
ns
=

∑
n

π−
s
2 Γ(

s
2
)

1
ns

=
∑
n

∫ +∞

0
e−n

2πyy
s
2

dy
y
=

∫ +∞

0

∑
n

e−n
2πyy

s
2

dy
y

=

∫ +∞

0
θ(x)x

s
2

dx
x

�

Lemme 2.4.2. Pour<(s) > 1, on a :

ζ(s) × Γ(
s
2
) × π

−s
2 =

∫ +∞

1
θ(x)(x

s
2 + x

1−s
2 )

dx
x
−

1
s(1 − s)

Démonstration.

ζ(s) × Γ(
s
2
) × π

−s
2 =

∫ +∞

0
θ(x)x

s
2

dx
x

=

∫ 1

0
θ(x)x

s
2

dx
x
+

∫ +∞

1
θ(x)x

s
2

dx
x

On fait le changement de variable y = 1
x dans la première inté-

14



Chapitre 2 La fonction ζ

grale.

ζ(s) × Γ(
s
2
) × π

−s
2 = −

∫ 1

+∞

θ(1/x)x−
s
2

dx
x
+

∫ +∞

1
θ(x)x

s
2

dx
x

ζ(s) × Γ(
s
2
) × π

−s
2 =

∫ +∞

1
(θ(x)x

1
2 +

x
1
2 − 1
2
)x−

s
2

dx
x
+

∫ +∞

1
θ(x)x

s
2

dx
x

=

∫ +∞

1
θ(x)(x

s
2 + x

1−s
2 )

dx
x
+

1
2

∫ +∞

1
(x

1−s
2 − x

−s
2 )

dx
x

=

∫ +∞

1
θ(x)(x

s
2 + x

1−s
2 )

dx
x
+

1
2

(
1

1−s
2
+

1
−s
2

)
=

∫ +∞

1
θ(x)(x

s
2 + x

1−s
2 )

dx
x
−

1
s(1 − s)

�

Théoreme 2.4.3. Pour 0 < <(s) < 1, on a :

ζ(s) × Γ(
s
2
) × π

−s
2 = ζ(1 − s) × Γ(

1 − s
2
) × π

(−(1−s)
2

Démonstration. Découle de la proposition précédente et du principe
du prolongement analytique. �

Théoreme 2.4.4. La fonction ζ se prolonge à tout le plan complexe
et y vérifie l’équation fonctionnelle ci-dessus.

Ce théorème résulte du principe du prolongement analytique, de

15



Chapitre 2 La fonction ζ

l’extension au demi-plan<(s) > 0 (2.4.4) et de l’équation fonction-
nelle dans la bande 0 < <(s) < 1 (2.4.3).

16



Chapitre 3

Majorations de ζ

3.1 Majorations élémentaires

Notation 3.1.1. Dans ce qui suit, un nombre complexe s’écrit :
s = σ + it

Lemme 3.1.2. Pour σ ≥ 1, on a : |ζ(σ + it)| ≤ ζ(σ)

Démonstration. |n−(σ+it) | = n−σ . �

Lemme 3.1.3. Pour σ ≥ 1, on a : |ζ(σ + it)| ≥ 1/ζ(σ)

Démonstration.

|ζ(σ + it)| =
∏
p

���� 1
1 − p−(σ+it)

���� =∏
p

1��1 − p−(σ+it)
��

≥
∏
p

1
1 + p−σ

≥
∏
p

(1 − p−σ) =
1

ζ(σ)

�

17



Chapitre 3 Majorations de ζ

3.2 Majoration de ζ pour<s > 1/2

Lemme 3.2.1. Pour<s > 1/2, ζ(s) ∈ O(s)

Démonstration. On a vu dans la démonstration de 2.2.1 que, pour
<s > 0 :

ζ(s) =
s

s − 1
− s

∫ +∞

1

[x] − x
xs+1 dx

Pour σ ≥ 1/2, on a :����s ∫ +∞

1

[x] − x
xs+1 dx

���� ≤ |s |
∫ +∞

1

|[x] − x |
|xs+1 |

dx

≤ |s |
∫ +∞

1

1
xσ+1 dx

= |s |
1
σ
≤ 2 |s |

�

3.3 Le rapport de l’équation fonctionnelle

Definition 3.3.1. On note χ(s) le rapport de l’équation fonction-
nelle :

χ(s) =
ζ(s)

ζ(1 − s)
=
π−

1−s
2 Γ(1−s2 )

π−
s
2 Γ( s2 )

18



Chapitre 3 Majorations de ζ

Lemme 3.3.2. On a :

χ(s) =
πs2s−1

cos( πs2 )Γ(s)

Démonstration. D’après la formule des compléments démontrée en
C.2.7, on a, avec u = s

2 +
1
2 :

Γ(
s
2
+

1
2
)Γ(1 −

s
2
−

1
2
) =

π

sin π( s2 +
1
2 )

Soit

Γ(
s
2
+

1
2
)Γ(

1 − s
2
) =

π

cos π( s2 )

D’après la formule de duplication démontrée en C.2.12, on a, avec
u = s

2 :

Γ(
s
2
)Γ(

s
2
+

1
2
) =

2π 1
2 Γ(s)
2s

On divise l’une par l’autre ces deux égalités.

Γ(1−s2 )

Γ( s2 )
=

π

cos π( s2 )
×

2s

2π 1
2 Γ(s)

=
π

1
2 2s−1

cos( πs2 )Γ(s)

Et

χ(s) =
π−

1−s
2 Γ(1−s2 )

π−
s
2 Γ( s2 )

=
πs2s−1

cos( πs2 )Γ(s)

19



Chapitre 3 Majorations de ζ

�

Lemme 3.3.3. Dans une bande α ≤ σ ≤ β, χ(s) ∈ O(t−σ+1/2).

Démonstration. 1. D’après la formule de Stirling, démontrée en
C.2.14, dans une bande α ≤ σ ≤ β, lorsque t tend vers +∞,
on a :

Γ(s) '

√
2π
s

( s
e

)s
2. On a :

|ss | = e−t Arg[s] |s |σ

3. Dans une bande α ≤ σ ≤ β, lorsque t tend vers +∞ : :���cos(
πs
2
)

��� ' 1
2

e
π t
2

4. Donc :

χ(s) =
πs2s−1

cos( πs2 )Γ(s)
=

πs2s−1

1
2 e

π t
2

√
2π
s

(
s
e

)s ' (
2πe

s

)s
e
−π t

2

√
s
π

|χ(s)| '
����(2πe

s

)s ���� × e
−π t

2 ×

√
s
π
'

(
2πe
|s |

)σ
× et(Arg(s)−π/2) ×

√
s
π

5. Dans une bande α ≤ σ ≤ β, lorsque t tend vers +∞, Arg(s)

20



Chapitre 3 Majorations de ζ

tend vers π/2, donc |s |/t tend vers 1, et on peut écrire

|χ(s)| '
(
2πe

t

)σ
× e

π t
2 × e

−π t
2 ×

√
t
π
'

(
1

2πe

)σ √
1
π

t−σ+
1
2

6. On a donc une relation

|χ(s)| ≤ K(σ)|s |−σ+1/2

avec

K(σ) =
(

1
2πe

)σ √
1
π

Et pour α ≤ σ ≤ β,

|χ(s)| = O(t−σ+1/2)

�

3.4 Majoration de ζ pour<s < 1/2

Lemme 3.4.1. Dans une bande α < σ ≤ 1/2, on a : ζ(s) =
O(t3/2−α)

Démonstration. On a :ζ(1− s) = ζ(s)/χ(s). On vient de monter que
si s = σ + it, dans une bande 1/2 ≤ σ ≤ β, on a : ζ(s) ∈ O(|t |) et

21



Chapitre 3 Majorations de ζ

χ(s) ∈ O(t1/2−σ). Donc, dans une telle bande :

ζ(1 − s) = O(t1+σ−1/2) = O(t1/2+σ)

Soit s = σ + it avec α ≤ σ < 1/2. Alors 1 − s est de partie réelle
1 − σ > 1/2 et

ζ(1 − s) = O(t1/2+(1−σ)) = O(t3/2−σ)

Donc, dans une bande α < σ < 1/2, ζ(s) = O(t3/2−α) �

Lemme 3.4.2. Dans la bande −3 < σ ≤ 1/2, ζ(s) = O(|t |5)

Démonstration. Corollaire du précédent. �
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Chapitre 4

Zéros dans la bande critique

4.1 Distribution

Notation 4.1.1. Soit N(T) le nombre zéros de ζ dont la partie ima-
ginaire est comprise entre 0 et T .

Lemme 4.1.2. Majoration fondamentale. N(T+1)−N(T) ≤ 5 logT

Démonstration. 1. On considère la situation décrite dans la fi-
gure 4.1 avec R = 6 et r = 3.

2. ζ(s) est holomorphe autour du cercle dès que T > R.

3. Il y a N(T + 1) − N(T) zéros dans le carré gris.

4. On utilise le théorème de Borel, démontré en A.6.2, sur les
relations entre les zéros d’une fonction holomorphe et sa ma-
joration : si ζ a m zéros dans le petit disque, et si M est le
maximum de ζ sur le grand cercle, on a :(

6
3

)m
≤

M
|ζ(2 + iT)|

23



Chapitre 4 Zéros dans la bande critique

1 2

T

T+1

r

R

Figure 4.1 – Les zéros de partie imaginaires comprise entre T et T + 1
sont dans le carré gris, donc dans le petit disque.

5. On a : N(T + 1) − N(T) ≤ m

6. Le cercle extérieur est inclus dans l’union des bandes −3 <

σ ≤ 1/2 et σ ≥ 1/2 . D’après 3.4.1 et 3.4.2, il existe K
tel que, pour |σ + iT | = 6, |ζ(σ + iT)| = O(T5). On a donc
M = O((T + 6)5) = O(T5)

7. D’après 3.1.2 :

1
|ζ(2 + iT)|

≤ ζ(2)
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8. On récapitule :

2m = O(T5ζ(2)) = O(T5)

2m ≤ K T5 pour un nombre K > 0

m ≤ (log K + 5 logT)/log 2

m ≤ 5 logT pour T assez grand

9. Et :

N(T + 1) − N(T) ≤ 5 logT

�

Lemme 4.1.3. N(t) < 5T logT

Démonstration. C’est une conséquence de la majoration 4.1.2 :

N(T) =
∑
t<T

(N(t + 1) − N(t)) ≤ 5
∑
t<T

log t ≤ 5T logT

�

Lemme 4.1.4. N(T) = T
2π log T

2π − log T
2π +O(logT)

Démonstration. A donner. �

Lemme 4.1.5. ρ ' 2πn/log n

Démonstration. A donner. �
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Chapitre 4 Zéros dans la bande critique

Lemme 4.1.6. ρn+1 − ρn ' 2π/log n

Démonstration. A donner. �

4.2 Sommes sur les zéros

Lemme 4.2.1. Pour tout ε > 0, il y a convergence de

lim
T→+∞

∑
|I(ρ) |<T

|ρ|−(1+ε )

Démonstration.

∑
0<I(ρ) |<T

|ρ|−(1+ε ) ≤
∑

0<t<T−1

©­«
∑

t<I(ρ)<t+1

|ρ|−(1+ε )
ª®¬

≤
∑

0<t<T−1

©­«
∑

t<I(ρ)<t+1

t−(1+ε )ª®¬
≤

∑
0<t<T−1

(N(t + 1) − N(t)) t−(1+ε )

≤
∑

0<t<T−1
(5 log t)t−(1+ε )

lim
T→+∞

∑
|I(ρ) |<T

|ρ|−(1+ε ) < +∞

�
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Chapitre 4 Zéros dans la bande critique

Lemme 4.2.2. Il y a convergence de :

lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

1
|ρ(ρ + 1)|

Démonstration. Conséquence immédiate du lemme précédent et de
ce que : |ρ(ρ + 1)| ≥ |ρ|1+ε . �

Lemme 4.2.3. Il y a convergence de :

lim
T→+∞

∑
|I(ρ) |<T

1
ρ(1 − ρ)

Démonstration. 1. On écrit

ρ(1 − ρ) = (
1
2
+ (ρ −

1
2
))(

1
2
− (ρ −

1
2
))

= 1/4 − (ρ −
1
2
)2

2. Il n’y a qu’un nombre fini de ρ tels que

|ρ(1 − ρ)| < |(ρ −
1
2
)2 |

3. Il suffit donc de monter que
∑
ρ |(ρ−

1
2 )

2 |−1 converge. Or cela
se déduit immédiatement de 4.2.1.

�
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Chapitre 4 Zéros dans la bande critique

Lemme 4.2.4. Il y a convergence de

lim
T→+∞

∑
|I(ρ) |<T

1
ρ

Démonstration. On applique l’équation fonctionnelle :∑
|I(ρ)<T |

1
ρ
=

∑
0<I(ρ)<T

1
ρ
+

∑
0>I(ρ)>−T

1
ρ

=
∑

0<I(ρ)<T

(
1
ρ
+

1
1 − ρ

)
=

∑
0<I(ρ)<T

1
ρ(1 − ρ)

�
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Chapitre 5

Les fonctions de Tchebycheff

Les fonctions de Tchebycheff sont trois fonctions assez faciles à
formuler qui simplifient considérablement l’analyse de la distribu-
tion des nombres premiers. C’est avec ces fonctions que Tchebycheff
a démontré les premiers résultats importants en direction du théo-
rème des nombres premiers.
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Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

5.1 Définitions

Definition 5.1.1. p désignant un nombre premier et x un nombre
réel positif, on note :

Π(x) =
∑
p≤x

1

Θ(x) =
∑
p≤x

log p

Λ(n) =

{
0 si n a plusieurs facteurs distincts

log p si n n’a que p pour facteur

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n)

5.2 Lien avec la fonction ζ

Théoreme 5.2.1. Pour<(s) > 1,

−
ζ ′(s)
ζ(s)

=
∑
n

Λ(n)n−s

Démonstration. Pour<(s) > 1,

ζ(s) =
∏
p

1
1 − p−s
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Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

Donc :

ζ ′(s)
ζ(s)

=
∑
p

(
1

1 − p−s
)′/

1
1 − p−s

= −
∑
p

p−s log p
1 − p−s

= −
∑
p

(
log p ×

∑
j

p−js
)
= −

∑
n

Λ(n)n−s

�

5.3 Équivalences sur les limites des fonctions
de Tchebycheff (1)

Lemme 5.3.1.

π(2n) − π(n) ≤
2n log 2

log n

Démonstration. Un nombre premier p ∈]n, 2n] divise (2n)! mais pas
n!. Il divise donc

(2n
n

)
= (2n)!/(n!)2. Donc∏
p∈]n,2n]

p ≤
(
2n
n

)
Mais ∏

p∈]n,2n]

p ≥ nπ(2n)−π(n)
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Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

Et (
2n
n

)
≤

2n∑
k=0

(
2n
k

)
≤ (1 + 1)2n = 22n

D’où,

nπ(2n)−π(n) ≤ 22n

π(2n) − π(n) ≤
2n log 2

log n

�

Lemme 5.3.2.

π(x) − π(
x
2
) ∈ O

(
x

log x

)
Démonstration. On majore π(x) − π([x]). �

Lemme 5.3.3.

π(x) log x ∈ O(x)

Démonstration. On peut itérer j = [log x/log 2] fois la relation
5.3.2 :

π(x) − π(
x
2j
) ∈ [log x/log 2]O

(
x

log x

)
= O(x)

32



Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

�

Lemme 5.3.4.

Θ(x) ∈ O(x)

Démonstration.

Θ(x) =
∑
p≤x

log p

≤ π(x) log x

�

Lemme 5.3.5.

ψ(x) − Θ(x) ∈ O(x1/2 log x)

Démonstration. Avec au plus [log x/log 2] termes non nuls, on a :

ψ(x) = Θ(x) + Θ(x1/2) + · · · + Θ(x1/n)

|ψ(x) − Θ(x)| ≤ Θ(x1/2) + · · · + Θ(x1/n)

≤
log x
log 2

Θ(x1/2)

ψ(x) − Θ(x) ∈ O(x1/2 log x)

�
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Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

Théoreme 5.3.6. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

ψ(x) ' x

Θ(x) ' x

π(x) '
x

log x

Démonstration. 1. Les deux premières sont équivalentes d’après
5.3.5

2. Si π(x) ' x log x. Avec 1 < y < x, on a :

(π(x) − π(y)) log y ≤ Θ(x) ≤ π(x) log x

Soit, pour x et y assez grands :(
x

log x
−

y

log y

)
log y ≤ Θ(x) ≤

x
log x

log x

x
(
log y

log x
−

y

x

)
≤ Θ(x) ≤ x

On fait y = x/(log x)2. On a : log y = log x − 2 log log x et

log y

log x
−

y

x
=

log x − 2 log log x
log x

−
1

(log x)2

tend vers 1 lorsque x tend vers +∞.

3. Si Θ(x) ' x. On écrit :

(π(x) − π(y)) log y ≤ Θ(x) ≤ π(x) log x
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Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

On en déduit :

π(x) log y − Θ(y) ≤ Θ(x) ≤ π(x) log x

Puisque Si Θ(x) ' x, pour x et y assez grands, on a :

π(x) log y − y ≤ x ≤ π(x) log x

On fait y = x/(log x)2 ; log y = log x − 2 log log x.

π(x)(log x − log log x) −
x

(log x)2
≤ x ≤ π(x) log x

On divise par x

π(x)
log x

x
− π(x)

log log x
x

−
1

(log x)2
≤ 1 ≤ π(x)

log x
x

Et comme π(x) ∈ O(x/log x), on a :

lim
x→+∞

π(x)
log log x

x
= 0

�
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Chapitre 5 Les fonctions de Tchebycheff

5.4 Équivalences sur les limites des fonctions
de Tchebycheff (2)

Lemme 5.4.1. Soit 1/2 < θ ≤ 1. Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes ;

ψ(x) − x ∈ O
(
xθ(log x)2

)
Θ(x) − x ∈ O

(
xθ(log x)2

)
π(x) −

∫ x

2

du
log u

∈ O
(
xθ log x

)
Démonstration. 1. D’après 5.3.5, ψ(x) − Θ(x) ∈ O(x1/2 log x).

Et on a : θ > 1/2. Donc les deux premières propriétés sont
équivalentes.

2. On a : π(x) =
∑

p≤x 1 et donc :

Θ(x) =
∑
p≤x

log p =
∫ x

2

d(Θ(u))
log u

On a :

π(x) −
∫ x

2

du
log u

=

∫ x

2

d(Θ(u) − u)
log u

=
Θ(x) − x

log x
+

2
log 2

−

∫ x

2
(Θ(u) − u)d

1
log u
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3. Si Θ(x) − x ∈ O
(
xθ(log x)2

)
,

Θ(x) − x
log x

∈ O
(
xθ log x

)
Et :∫ x

2
(Θ(u) − u)d

1
log u

=

∫ x

2
(Θ(u) − u)

du
u(log u)2

∈ O
(∫ x

2
(uθ(log u)2)

du
u(log u)2

)
= O(xθ)

Donc

π(x) −
∫ x

2

du
log u

∈ O
(
xθ log x

)
4. Si

π(x) −
∫ x

2

du
log u

∈ O
(
xθ log x

)
On écrit :

Θ(x) =
∫ x

2
log y dπ(y)dy

(x − 2) =
∫ x

2
log y d

(∫ y

2

du
log u

)
dy

Θ(x) − (x − 2) =
∫ x

2
log y d

(
dπ(y) −

∫ y

2

du
log u

)
dy

= log x
(
π(x) −

∫ x

2

du
log u

)
−

∫ x

2

(
π(y) −

∫ y

2

du
log u

)
dy
y
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Finalement :

Θ(x) − x ∈ O
(
xθ(log x)2

)
+O

(∫ x

2
yθ log y

dy
y

)
= O

(
xθ(log x)2

)
�
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Chapitre 6

La fonction ξ de Riemann

6.1 Définition

Definition 6.1.1. La fonction ξ de Riemann est donnée par :

ξ(s) = −
s(s − 1)

2
Γ(

s
2
)π−

s
2 ζ(s)

Lemme 6.1.2. On a : ξ(s) = ξ(1 − s)

Démonstration. C’est l’équation fonctionnelle de ζ . �

Lemme 6.1.3. Les zéros non triviaux de ζ , i. e., de partie réelle
positive, sont exactement les zéros de ξ.

Démonstration. On sait que : (a) ζ a un pôle simple en s = 1, (b)
ζ(s) n’a ni pôle ni zéro pourR(s) > 1, (c) Γ(s) a des pôles aux entiers
négatifs pairs, (d) Γ(s) a un seul zéro en s = 1, ζ et Γ satisfont à
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Chapitre 6 La fonction ξ de Riemann

l’équation fonctionnelle 2.4.3 :

ζ(s) × Γ(
s
2
) × π

−s
2 = ζ(1 − s) × Γ(

1 − s
2
) × π

(−(1−s)
2

Donc ζ a deux types de zéros (a) les zéros triviaux : ceux qui
correspondent aux pôles simples de Γ aux entiers négatifs, (b) les
zéros non triviaux : les autres, et ils sont tels que 0 ≤ R(s) ≤ 1.
Ceux-ci sont les zéros de ξ. �

6.2 Ordre de croissance de ξ

Definition 6.2.1. Une fonction analytique surC est d’ordre 1 si pour
tout ε , il existe M tel que pour |z | > M :

| f (z)| ≤ e |z |
1+ε

Notation 6.2.2. On écrit que f (s) << g(s), si pour tout ε > 0, il
existe M tel que pour tout |s | > m, on ait | f (s)| < |g(s)|1+ε .

Lemme 6.2.3. ξ est d’ordre 1.

Démonstration. L’équation fonctionnelle permet de ne considérer
des valeurs de s telles que R(s) ≥ 1/2. On a :

1.

1
2π

s(s − 1)π−
s
2 =

1
2

e−
s
2 log π

(
e2 log s − elog s

)
<< e |s |+log |s | << e |s |
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Chapitre 6 La fonction ξ de Riemann

2. D’après la formule de Stirling démontrée en C.2.14,

Γ(s) '

√
2π
s

( s
e

)s
Et

log Γ(s) = (s −
1
2
) log s − s +

1
2

log 2π +O(1)

log Γ(
s
2
) << |s | log |s |

Γ(
s
2
) << e |s | log |s | << e |s |

3.

ζ(s) =
s

s − 1
− s

∫ ∞

1
{x}x−s−1dx

|ζ(s)| ≤
|s |
|s − 1|

+ |s |
∫ ∞

1
x−R(s−1)dx

≤ 2 + |s |
[
−1
R(s)

x−R(s)
]∞

1

≤ 2 + |s |
1
R(s)

ζ(s) << |s |

Et le résultat à partir de la définition de ξ et de la définition de l’ordre
d’une fonction analytique (6.2.1). �
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Chapitre 6 La fonction ξ de Riemann

6.3 Décomposition de ξ

Théoreme 6.3.1. On a, la convergence du produit étant uniforme
sur tout compact,

ξ(s) = eAs+b
∏
ρ

(
1 −

s
ρ

)
e

s
ρ

Démonstration. C’est la conséquence du théorème de décomposi-
tion de Weierstrass-Hadamard démontré en D.5.12 et du résultat
précédent 6.2.3. �
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Chapitre 7

Egalité de Riemann-von
Mangoldt

Rappelons que :

Λ(n) =

{
0 si n a plusieurs facteurs distincts

log p si n n’a que p pour facteur

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n)

Nous allons démontrer l’égalité suivante.

ψ(x) = x − lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

xρ

ρ
+

1
2

log(1 − x−2) −
ζ ′(0)
ζ(0)

Les résultats précédents indiquent deux décompositions en tant
que produit infini pour ξ et ζ , l’un mettant en jeu les nombres pre-
miers, l’autre les zéros de ζ . L’égalité ci dessus, qui implique les
nombres premiers (via la fonction ψ) et les zéros de ζ (explicite-
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ment), sera obtenue en calculant des deux façons correspondantes la
somme :

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

ζ ′(s)
ζ(s)

xs
ds
s

7.1 Dérivées logarithmiques de ξ et ζ

Lemme 7.1.1. Pour s , 2n,

(Γ( s2 ))
′

Γ( s2 )
= −

1
s
−
γ

2
+

+∞∑
i=1

s
2i(2i + s)

Démonstration. D’après la formule du produit pour Γ (C.2.6), si
−s < N, on a :

1
Γ(s)

= s eγs
+∞∏
i=1
(1 +

s
i
)e−

s
i

Et :

Γ(s) =
1
s

e−γs
+∞∏
i=1
(1 +

s
i
)−1e

s
i
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Et :

Γ′(s)
Γ(s)

=
(1s )
′

1
s

+
(e−γs)′

e−γs
+

+∞∑
i=1

(
( i+si )

−1)′

( i+si )
−1
+
(e

s
i )′

e
s
i

)
= −

1
s
− γ +

+∞∑
i=1

(
−1

i + s
+

1
i

)
= −

1
s
− γ +

+∞∑
i=1

s
i(i + s)

Finalement

(Γ( s2 ))
′

Γ( s2 )
=

1
2
Γ′( s2 )

Γ( s2 )
=

1
2

(
−

2
s
− γ +

+∞∑
i=1

s
i(2i + s)

)
= −

1
s
−
γ

2
+

+∞∑
i=1

s
2i(2i + s)

�

Lemme 7.1.2.

(π−
s
2 )′

π−
s
2
= −

1
2

log π

Démonstration. Calcul élémentaire �

Lemme 7.1.3.

ξ ′(s)
ξ(s)

=
1 − 2s

s(1 − s)
−

log π
2
−

1
s
−
γ

2
+

+∞∑
i=1

s
2i(2i + s)

+
ζ ′(s)
ζ(s)
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Démonstration.

ξ(s) = −
s(1 − s)

2
Γ(

s
2
)π−

s
2 ζ(s)

ξ ′(s)
ξ(s)

=
(s(1 − s))′

s(1 − s)
+
(π−

s
2 )′

π−
s
2
+
(Γ( s2 ))

′

Γ( s2 )
+
ζ ′(s)
ζ(s)

=
1 − 2s

s(1 − s)
−

log π
2
−

1
s
−
γ

2
+

+∞∑
i=1

s
2i(2i + s)

+
ζ ′(s)
ζ(s)

= −
1

1 − s
−

log π
2
−
γ

2
+

+∞∑
i=1

s
2i(2i + s)

+
ζ ′(s)
ζ(s)

�

Lemme 7.1.4. Il existe une constante A telle que

ξ ′(s)
ξ(s)

= A + lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

s
ρ(s − ρ)

Démonstration. On utilise la formule 6.3.1 qui donne la décompo-
sition de ξ ; on a, la convergence du produit étant uniforme sur tout
compact :

ξ(s) = eAs+b
∏
ρ

(
1 −

s
ρ

)
e

s
ρ

Alors, la convergence de la somme sur les zéros n’étant pas forcément
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uniforme :

ξ ′(s)
ξ(s)

=
(eAs+b)′

eAs+b
+ lim

T→+∞

∑
I(ρ)<T

(
(1 − s

ρ )
′

(1 − s
ρ )
+
(e

s
ρ )′

e
s
ρ

)
= A + lim

T→+∞

∑
I(ρ)<T

(
1

s − ρ
+

1
ρ

)
= A + lim

T→+∞

∑
I(ρ)<T

s
ρ(s − ρ)

�

Lemme 7.1.5.

ζ ′(s)
ζ(s)

= A + lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

s
ρ(s − ρ)

+
1

1 − s
−

log π
2
+
γ

2
−

+∞∑
i=1

s
2i(2i + s)

Démonstration. Découle des deux égalités précédentes. �

Lemme 7.1.6.

A =
ζ ′(0)
ζ(0)

+
log π

2
− 1

Démonstration. On fait s = 0. �
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7.2 Intégrale de la dérivée logarithmique de ζ .
(A)

Lemme 7.2.1.���� 1
2iπ

∫ a+iT

a−iT

xs

s
ds

���� < xa

πT | log x |
pour x < 1���� 1

2iπ

∫ a+iT

a−iT

xs

s
ds − 1

���� < xa

πT | log x |
pour x > 1

Démonstration. 1. Si x < 1. On considère le contour représenté
sur la gauche de la figure 7.1 avec r(T) = T . La fonction
n’a pas de pôle intérieur. Les intégrales sur les segments en
pointillé tendent vers 0 quand T tend vers l’infini :

-iT
-iT

iT iT

a a-r(T)r(T)

Figure 7.1 – Contours
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a) On a :����∫ T+iT

a+iT

xs

s
ds

���� = ����∫ T

a

xσ+iT

σ + iT
dσ

����
≤

∫ T

a

��xσ+iT ��
|σ + iT |

dσ ≤
∫ +∞

a

xσ

T
dσ

=
xa

T | log x |

b) De le même façon :����∫ a−iT

T−iT

xs

s
ds

���� ≤ xa

T | log x |

c) Enfin :����∫ T−iT

T+iT

xs

s
ds

���� = ����∫ T

−T

xT+it

T + it
dt

���� ≤ ∫ T

−T

���� xT+it

T + it

���� dt

≤

∫ T

−T

xT

T
dt ≤ 2T

xT

T
= 2xT

Comme x < 1 cette expression tend vers 0.

2. Si x > 1. On considère le contour représenté sur la droite
de la figure 7.1 avec r(T) = −T . La fonction a un pôle en 0.
Le résidu est 1. Les intégrales sur les segments en pointillé
tendent vers 0 quand T tend vers l’infini :
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a) Comme précédemment :����∫ −T+iT

a+iT

xs

s
ds

���� ≤ xa

T | log x |

b) Comme précédemment :����∫ a−iT

−T−iT

xs

s
ds

���� ≤ xa

T | log x |

c) Enfin����∫ −T−iT

−T+iT

xs

s
ds

���� = ����∫ T

−T

x−T+it

T + it
dt

���� ≤ ∫ T

−T

���� x−T+it

−T + it

���� dt

≤

∫ T

−T

x−T

T
dt ≤ 2T

x−T

T
= 2x−T

Comme x > 1 cette expression tend vers 0.

�

Lemme 7.2.2.

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

xs
ds
s
=

{
0 if 0 < x < 1
1 if x > 1

Démonstration. Découle de 7.2.1. �

Lemme 7.2.3. Avec a > R(β) > 0, pour x réel, x > 1

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

1
β(s − β)

xsds =
xβ

β
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

Démonstration. 1. On considère le contour représenté sur la
droite de la figure 7.1 avec r(T) = −T .

2. La fonction a un pôle en β. Le résidu est xβ/β.

3. Les intégrales sur les segments en pointillé tendent vers 0
quand T tend vers l’infini :

a) ����∫ −T+iT

a+iT

1
β(s − β)

xsds
���� = ����∫ T

a

1
β(σ + iT − β)

xσ+iT dσ
����

≤

∫ T

a

1
|β(σ + iT − β)|

×
��xσ+iT �� dσ

≤

∫ T

a

1
|β|T

xσdσ ≤
∫ +∞

a

xσ

|β|T
dσ

=
xa

T |β | | log x |

b) De même����∫ a−iT

−T−iT

1
β(s − β)

xsds
���� ≤ xa

T |β | | log x |
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

c) Enfin����∫ −T−iT

−T+iT

1
β(s − β)

xsds
���� = ����∫ −T

T

1
β(−T + it − β)

x−T+itdt
����

≤

∫ −T

T

���� 1
β(−T + it − β)

x−T+it
���� dt

≤
1
|β |

x−T
∫ −T

T

���� 1
−T + it − β

���� dt

≤
1
|β |

x−T
∫ −T

T

1
T

dt =
2
|β |

x−T

�

Lemme 7.2.4. Soit a ∈ R, a > 1 et x demi-entier. Alors :���� 1
2iπ

∫ a+iT

a−iT

xs
(
−
ζ ′(s)
ζ(s)

)
ds
s
− ψ(x)

���� < | xa+1

T
ζ ′(a)
ζ(a)
|

Démonstration. D’après 5.2.1

−
ζ ′(s)
ζ(s)

=
∑
n

Λ(n)n−s

Donc :

1
2iπ

∫ a+iT

a−iT

xs
(
−
ζ ′(s)
ζ(s)

)
ds
s
=

1
2π

∫ a+iT

a−iT

xs
∑
n

Λ(n)n−s
ds
s

=
∑
n

Λ(n)
1

2iπ

∫ a+iT

a−iT

( x
n

)s ds
s
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

D’après 7.2.1, seconde partie :�����∑
n<x

Λ(n)
(

1
2iπ

∫ a+iT

a−iT

( x
n

)s ds
s
− 1

)����� <
∑
n<x

Λ(n)
( x

n

)a 1
πT | log

(
x
n

)
|

D’après 7.2.1, première partie :�����∑
n>x

Λ(n)
(

1
2π

∫ a+iT

a−iT

( x
n

)s ds
s

)����� <
∑
n>x

Λ(n)
( x

n

)a 1
πT | log

(
x
n

)
|

Donc en sommant et en utilisant la définition de ψ(x), on obtient :���� 1
2iπ

∫ a+iT

a−iT

xs(
(
−
ζ ′(s)
ζ(s)

ds
s

)
− ψ(x)

���� = �����∑
n

Λ(n)
1

2iπ

∫ a+iT

a−iT

( x
n

)s ds
s
−

∑
n<x

Λ(n)

�����
≤

�����∑
n<x

Λ(n)
(

1
2iπ

∫ a+iT

a−iT

( x
n

)s ds
s
− 1

)�����
+

�����∑
n>x

Λ(n)
(

1
2π

∫ a+iT

a−iT

( x
n

)s ds
s

)�����
≤

∑
n

Λ(n)
( x

n

)a 1
πT | log

(
x
n

)
|

<
xa

πT

∑
n

Λ(n)
na
|

1
log

(
x
n

) |
Comme x est demi entier, on a toujours :

| log
( x

n

)
| < | log

(
x

x + 1/2

)
| >

1
2x + 1

>
1
3x

>
1
πx
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

Finalement :���� 1
2π

∫ a+iT

a−iT

xs
ζ ′(s)
ζ(s)

ds
s
− ψ(x)

���� <
xa

πT

∑
n

Λ(n)
na

πx

<
xa+1

T

∑
n

Λ(n)
na

<
xa+1

T
|
ζ ′(a)
ζ(a)
|

Et le résultat en faisant tendre t vers +∞. �

Théoreme 7.2.5. Soit a ∈ R, a > 1 et x > 0 demi-entier. Alors :

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

xs
ζ ′(s)
ζ(s)

ds
s
= ψ(x)

Démonstration. On fait tendre T vers +∞. �

7.3 Intégrale de la dérivée logarithmique de ζ .
(B)

Lemme 7.3.1. Pour x > 1,∑
n

x−2n

2n
=

1
2

log(1 − x−2)
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

Démonstration.

log
1

1 − x
=

∑
n≥1

xn

n
pour 0 < x < 1

log
1

1 − x−2 =
∑
n≥1

x−2n

n
= 2

∑
n≥1

x−2n

2n
pour x > 1

�

Lemme 7.3.2.

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

ζ ′(s)
ζ(s)

xs
ds
s
= x − lim

T→+∞

∑
I(ρ)<T

xρ

ρ
+

1
2

log(1 − x−2) −
ζ ′(0)
ζ(0)

Démonstration. On développe :

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

ζ ′(s)
ζ(s)

xs
ds
s
= −

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

ζ ′(0)
ζ(0)

xs
ds
s

− lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

s
ρ(s − ρ)

xs
ds
s

+
∑
n

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

s
2n(s + 2n)

xs
ds
s

+
1

2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

s
s − 1

xs
ds
s
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Chapitre 7 Egalité de Riemann-von Mangoldt

En utilisant 7.2.2 et 7.2.3,

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

xs
ds
s
= 1

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

s
ρ(s − ρ)

xs
ds
s
=

xρ

ρ

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

s
2n(s + 2n)

xs
ds
s
=

x−2n

2n
1

2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

1
s − 1

xsds = x

Finalement :

1
2iπ

∫ a+i∞

a−i∞

ζ ′(s)
ζ(s)

xs
ds
s
= −

ζ ′(0)
ζ(0)

− lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

xρ

ρ
+

∑
n

x−2n

2n
+ x

= x − lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

xρ

ρ
+

1
2

log(1 − x−2) −
ζ ′(0)
ζ(0)

�

7.4 Formule exacte de von Mangoldt

Théoreme 7.4.1.

ψ(x) = x − lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

xρ

ρ
+

1
2

log(1 − x−2) −
ζ ′(0)
ζ(0)

Démonstration. Découle des résultats précédents. �
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Chapitre 8

ζ(s) , 0 pour R(s) = 1

Lemme 8.0.1. On peut écrire :

log ζ(s) =
∑
n

ann−s

où les coefficients an sont réels non négatifs.

Démonstration.

log ζ(s) = log(
∏
p

1
1 − p−s

) =
∑
p

log(
1

1 − p−s
)

=
∑
p

∑
k≥1

1
k

p−sk =
∑
n

ann−s

avec an =
1
k
si n = pk,= 0 sinon

Et la série est clairement convergente pour R(s) > 1. �

Lemme 8.0.2. On a : 3 + 4 cosα + cos 2α ≥ 0
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Chapitre 8 ζ(s) , 0 pour R(s) = 1

Démonstration. 3 + 4 cosα + cos 2α = 2(1 + cosα)2 �

Lemme 8.0.3. Pour σ > 1, on a : 3 log ζ(σ) + 4 log |ζ(σ + it)| +
log |ζ(σ + 2it)| ≥ 0

Démonstration. On choisit une détermination du logarithme telle
que que log |z | = R(log z).

R(log ζ(σ + it)) = R(
∑
n

ann−σ−it ) =
∑
n

anR(n−σ−it )

=
∑
n

ann−σ cos(t log n)

Alors :

S = 3 log ζ(σ) + 4 log |ζ(σ + it)| + log |ζ(σ + 2it)|

= 3 log ζ(σ) + 4R(log ζ(σ + it)) + R(log |ζ(σ + 2it))

=
∑
n

ann−σ (3 + 4 cos(t log n) + cos 2t log n)) ≥ 0 en utilisant 8.0.1

�

Théoreme 8.0.4. Pour t , 0, ζ(1 + it) , 0

Démonstration. La question a été résolue pour t = 0. Soit t , 0 tel
que ζ(1 + it) = 0. Soit σ > 1. D’après 8.0.2, on a :

ζ(σ)3 |ζ(σ + it)|4 |ζ(σ + 2it)| ≥ 1

Mais on a, avec des fonctions a(σ, t), b(σ, t), c(σ, t) bornées dans
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Chapitre 8 ζ(s) , 0 pour R(s) = 1

un voisinage de σ = 1 :

ζ(σ) =
1

σ − 1
+ a(σ, t) ; déja vu

ζ(σ + it) = (σ − 1)b(σ, t) parce que ζ est holomorphe en σ + it

ζ(σ + 2it) = (σ − 1)c(σ, t) parce que ζ est holomorphe en σ + 2it

Donc, avec une fonction d(σ, t) bornée dans un voisinage de σ = 1,
on peut écrire :

ζ(σ)3 |ζ(σ + it)|4 |ζ(σ + 2it)| = (σ − 1)d(σ, t)

On obtient une contradiction en faisant tendre σ vers 1 �

59



Chapitre 9

Le théorème des nombres
premiers

Rappelons encore une fois que :

Λ(n) =

{
0 si n a plusieurs facteurs distincts

log p si n n’a que p pour facteur

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n)

Lemme 9.0.1. On a : ∫ x

0
ψ(t)dt '

x2

2

Démonstration. 1. Avec la formule de von Mangoldt (7.4.1), on
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Chapitre 9 Le théorème des nombres premiers

peut écrire :∫ x

0
ψ(t)dt =

∫ x

0

©­«t − lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

tρ

ρ
+

1
2

log(1 − t−2) −
ζ ′(0)
ζ(0)

ª®¬ dt

=
x2

2
−

∫ x

0

©­« lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

tρ

ρ

ª®¬ dt +
1
2

∫ x

0
log(1 − t−2)dt − x

ζ ′(0)
ζ(0)

2. On a :

lim
x→+∞

1
x2

∫ x

0
log(1 − t−2)dt = 0

lim
x→+∞

1
x2 x

ζ ′(0)
ζ(0)

= 0

Et :

1
x2

∫ x

0

tρ

ρ
=

1
x2

∫ x

0

tρ

ρ
=

1
x2

xρ+1

ρ(ρ + 1)
=

xρ−1

ρ(ρ + 1)����� 1
x2

∫ x

0

∑
ρ

tρ

ρ

����� ≤ ∑
ρ

xR(ρ)−1

|ρ(ρ + 1)|

D’après 4.2.2, la limite suivante existe :

L = lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

1
|ρ(ρ + 1)|
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Chapitre 9 Le théorème des nombres premiers

Soit ε > 0. Il existe T tel que :∑
I(ρ)>T

1
|ρ(1 + ρ)|

≤ ε

Comme il n’y a pas de zéro de partie réelle 1 (8.0.4), il existe
r < 1 tel que R(ρ) < r si I(ρ) < T . Soit x0 tel que, pour
x > x0, on ait : xr−1L ≤ ε . On écrit :∑
ρ

xR(ρ)−1

|ρ(ρ + 1)|
=

∑
I(ρ)≤T

xR(ρ)−1

|ρ(ρ + 1)|
+

∑
I(ρ)>T

xR(ρ)−1

|ρ(ρ + 1)|

≤ xrT−1
∑
I(ρ)≤T

1
|ρ(ρ + 1)|

+ ε ≤ xr−1L + ε ≤ 2ε

Donc :

lim
x→+∞

∑
ρ

xR(ρ)−1

|ρ(ρ + 1)|
= 0

3. Finalement :

lim
x→+∞

(
1
x2

∫ x

0
ψ(t)dt −

x2

2

)
= 0

�

Théoreme 9.0.2.

ψ(x) ' x
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Chapitre 9 Le théorème des nombres premiers

Démonstration. Soit ε > 0 et X tel que pour x ≥ X .

(1 − ε)
x2

2
≤

∫ x

0
ψ(t)dt < (1 + ε)

x2

2

Alors pour y > x > X , on a∫ y

0
ψ(t)dt −

∫ x

0
ψ(t)dt ≥ (1 − ε)

y2

2
+ (1 + ε)

x2

2

= (1 − ε)
y2 − x2

2
+ 2ε

x2

2∫ y

0
ψ(t)dt −

∫ x

0
ψ(t)dt ≤ (1 + ε)

y2 − x2

2
− 2ε

x2

2

ψ est croissante.

(y − x)ψ(x) ≤
∫ y

x

ψ(t)dt ≤ (y − x)ψ(x)

(y − x)ψ(x) ≤ (1 + ε)
y2 − x2

2
+ 2ε

x2

2

(y − x)ψ(y) ≥ (1 − ε)
y2 − x2

2
− 2ε

x2

2

Avec y = βx,

x(β − 1)ψ(x) ≤ (1 + ε)x2 β
2 − 1
2
+ 2ε

x2

2

y(1 −
1
β
)ψ(y) ≥ (1 − ε)y2(1 −

1
β2 ) − 2ε

x2

2
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Chapitre 9 Le théorème des nombres premiers

ψ(x) ≤ x(1 + ε)
β + 1

2
+ 2ε

x
2(β − 1)

ψ(y) ≥ y(1 − ε)(
1
2
+

1
2β
) − 2ε

y

2β(β − 1)

Ceci est vrai pour tout x > X et tout β > 1, y = βx. On en déduit, en
faisant tendre β vers 1, puis en prenant des ε de plus en plus petits
que :

lim
x→+∞

ψ(x) − x
x

= 0

�
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Chapitre 10

Vers l’hypothèse de Riemann

Le but de ce chapitre est de développer les conséquences de l’hy-
pothèse de Riemann et de démontrer que la borne supérieure des
parties réelles des zéros de la fonction ζ est égale à la borne infé-
rieure des nombres

1. α tels que ψ(x) − x ∈ O(xα(log x)2)

2. α tels que Θ(x) − x ∈ O(xα(log x)2)

3. α tels que π(x) −
∫ x

2 (1/log u)du ∈ O(xα log x)

10.1 La croissance de ψ et la partie réelle des
racines

Théoreme 10.1.1. Soit α le maximum des parties réelles des racines
non triviales. Alors

ψ(x) − x ∈ O
(
xα(log x)2

)
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Démonstration. On part de la formule de von Mangoldt (7.4.1) :

ψ(x) = x − lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

xρ

ρ
+

1
2

log(1 − x−2) −
ζ ′(0)
ζ(0)

On écrit, puisque ψ est une fonction positive et croissante :

ψ(x) ≤
∫ x+1

x

ψ(t)dt

=

∫ x+1

0
ψ(t)dt −

∫ x

0
ψ(t)dt

=

∫ x+1

0

©­«t − lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

tρ

ρ
+

1
2

log(1 − t−2) −
ζ ′(0)
ζ(0)

ª®¬ dt

−

∫ x

0

©­«t − lim
T→+∞

∑
I(ρ)<T

tρ

ρ
+

1
2

log(1 − t−2) −
ζ ′(0)
ζ(0)

ª®¬ dt

≤
1
2

(
(x + 1)2 − x2

)
− lim

T→+∞

∑
I(ρ)<T

(
(x + 1)ρ+1

ρ(ρ + 1)
−

xρ+1

ρ(ρ + 1)

)
+ K0

parce que la fonction log(1 − x−2) est bornée. En résumé :

ψ(x) ≤ x +
∑
ρ

���� (x + 1)ρ+1 − xρ+1

ρ(ρ + 1)

���� + K1
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Soit ρ = β + iγ, avec β ≤ α. Si |γ | ≤ x, on a :���� (x + 1)ρ+1 − xρ+1

ρ(ρ + 1)

���� = 1
|ρ|

����∫ x+1

x

tρdt
���� ≤ (x + 1)β

|ρ|
≤
(2x)β

|γ |

Si |γ | > x, on a :���� (x + 1)ρ+1 − xρ+1

ρ(ρ + 1)

���� ≤ 2|x + 1|β+1

|ρ(ρ + 1)|
<

2(2x)β+1

γ2

D’après 4.1.2, le nombre de racines avec γ ∈ [t, t+1] est inférieur
à 5 log t. On a :

ψ(x) ≤ x + (2x)β
∑
|γ | ≤x

1
|γ |
+ 2(2x)β+1

∑
|γ | ≥x

1
γ2 + K1

On développe les sommes :∑
|γ | ≤x

1
|γ |

≤
∑
n≤[x]

∑
|γ | ∈[n,n+1]

1
|γ |
≤

∑
n≤[x]

(5 log n)
1
n
≤ 5

∫ x

1

log t
t

dt ≤ 5
(log x)2

2∑
|γ | ≥x

1
γ2 ≤

∑
n

∑
|γ | ∈[n,n+1]

1
γ2 ≤

∑
n≤[x]

(5 log n)
1
n2 ≤ 5

∫ x

1

log t
t2 dt ≤ 5

1 + log x
x

On a donc :

ψ(x) ≤ x + (2x)β
(
5
(log x)2

2

)
+ 2(2x)β+1

(
1 + log x

x

)
+ K1 ≤ x + K5xβ(log x)2
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En procédant exactement de la même façon avec :

ψ(x) ≥
∫ x

x−1
ψ(t)dt

On arrive à l’inégalité :

ψ(x) ≥ x − K6xβ(log x)2

�

Théoreme 10.1.2. S’il existe α ∈]1/2, 1] tel que Θ(x) − x ∈ O(xα),
alors ζ(σ + it) , 0 pour σ > α.

Démonstration. On a vu que :

ψ(x) = Θ(x) + Θ(x1/2) + · · · + Θ(x1/j)

avec j = [log x/log 2]. Puisque Θ(x) − x ∈ O(xα), on a :

ψ(x) − x − x1/2 ∈ O(xα + xα/2 + x1/3 log x)
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Comme α > 1/2 > 2/5, ψ(x) − x − x1/2 ∈ O(xα). Enfin :

−
ζ ′(s)
ζ(s)

=
∑
n

Λ(n)
ns
=

∫ +∞

1

dψ(x)
xs

=

[
ψ(x)

xs

]+∞
1
+ s

∫ +∞

1

ψ(x)
xs+1 ds = s

∫ +∞

1

ψ(x)
xs+1 ds

= s
∫ +∞

1

ψ(x) − x − x
1
2

xs+1 dx +
∫ +∞

1

x
xs+1 dx +

∫ +∞

1

x
1
2

xs+1 dx

= s
∫ +∞

1

ψ(x) − x − x
1
2

xs+1 dx +
s

s − 1
+

s
s − 1/2

L’intégrale converge pour σ > α. Donc ζ ′(s)/ζ(s) n’a pas de pôles
et ζ(s) n’a pas de zéros pour σ > α.

�

Théoreme 10.1.3. La borne supérieure θ des parties réelles des
zéros de la fonction ζ est égale à la borne inférieure des nombres

1. α tels que ψ(x) − x ∈ O(xα(log x)2)

2. α tels que Θ(x) − x ∈ O(xα(log x)2)

3. α tels que π(x) −
∫ x

2 (1/log u)du ∈ O(xα log x)

Démonstration. Découle de 10.1.1, 10.1.2 et des équivalences 5.4.1.
�
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10.2 Hypothèse de Riemann

Théoreme 10.2.1. La borne supérieure θ des parties réelles des
zéros de la fonction ζ est égale à 1/2

Démonstration. A venir. �
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Annexe A

Rappel : Fonctions analytiques
et fonctions holomorphes

A.1 Fonctions holomorphes

Definition A.1.1. Une fonction f : C→ C est holomorphe dans un
ouvert O ⊂ C si elle est dérivable en tant que fonction de C dans C :
pour z0 ∈ O, la limite suivante existe et est finie,

f ′(z) = lim
z→z0

f (z) − f (z0)

z − z0

A.2 Intégrales des fonctions holomorphes sur
un chemin

Definition A.2.1. Un chemin différentiable est une application dif-
férentiable γ : [a, b] → C
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DefinitionA.2.2. Soit γ : [a, b] → C différentiable. Soit f : C→ C.
On pose : ∫

γ
f (z)dz =

∫ b

a

f (γ(t))γ′(t)dt

Lemme A.2.3. Soit C le cercle de rayon r .∫
C

1
z

dz = 2iπ

Démonstration. γ(t) = re2iπt . γ′(t) = r2iπe2iπt∫
C

1
z

dz =

∫ 1

0

1
re2iπt r2iπe2iπtdt = 2iπ

∫ 1

0
dt

�

Lemme A.2.4. Soit L un segment : γ(t) = (1 − t)z0 + tz1. Soit
p(z) = az + b affine. Alors :∫

L

p(z)dz =
1
2

a(z2
1 − z2

0) + b(z1 − z0)
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Démonstration.∫
L

p(z)dz =

∫ 1

0
p(γ(t))γ′(t)dt

=

∫ 1

0
(a((1 − t)z0 + tz1) + b)) (z1 − z0)dt

= a(z1 − z0)
2
∫ 1

0
(t) dt + (z1 − z0)(az0 + b)

∫ 1

0
(1) dt

=
1
2

a(z1 − z0)
2 + (z1 − z0)(az0 + b)

=
1
2

a(z2
1 + 2z0z1 + z0)

2 + a(z0z1 − z2
0) + b(z1 − z0)

=
1
2

a(z2
1 − z2

0) + b(z1 − z0)

�

Definition A.2.5. Un chemin différentiable par morceaux est une
application γ : [a, b] → C avec a = t0 < t1 < · · · < tn = b qui est
continue sur [a, b] et différentiable sur ]ti, ti+1[.

Definition A.2.6. Soit γ : [a, b] → C un chemin différentiable par
morceaux. Soit f : C→ C. On pose :∫

γ
f (z)dz =

n−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

f (γ(t))γ′(t)dt

Lemme A.2.7. Soit P un polygone fermé. f (z) = az + b affine.∫
∂P

f (z)dz = 0
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Démonstration. On écrit ∂P = (z0, z1, z2, . . . , zn, z0) et on applique
A.2.4. �

ThéoremeA.2.8. SoitT un triangle. Soit f une fonction holomorphe
dans un ouvert contenant T . Alors :∫

∂T
f (z)dz = 0

Démonstration. On pose T0 = T . On divise le triangle en 4 triangles
semblables (figure A.1). Si le plus grand côté de T0 a pour longueur
l/2, celui de T1 a pour longueur l/2. Il existe un des sous triangles,

Figure A.1 – Décomposition d’un triangle en quatre triangles semblables

soit T ′ tel que
���∫
∂T ′

f (z)dz
��� ≥ ���∫

∂T
f (z)dz

��� /4. Soit T1 ce triangle.
On construit ainsi une suite de triangles qui vérifient : Tn est inclus
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dans Tn−1, son plus grand côte a pour longueur ln = l/2n et :����∫
∂T

f (z)dz
���� ≤ 4n

����∫
∂Tn

f (z)dz
����

Soit z0 =
⋂

n Tn. f est holomorphe en z0. On peut écrire, avec
limz→z0 |g(z)| = 0 :

f (z) = f (z0) + f ′(z0)(z − z0) + g(z)(z − z0)

Soit ε > 0. Il existe η tel que |g(z)| ≤ ε/(8l2) pour |z − z0 | ≤ η. Soit
n tel que ln ≤ 2η. Sur le bord de Tn, on a |z − z0 | ≤ 2ln ≤ η. La
fonction z → f (z0) + f ′(z0)(z − z0) étant affine, en utilisant A.2.7,
nous avons :∫

∂Tn

f (z)dz =

∫
∂Tn

( f (z0) + f ′(z0)(z − z0) + g(z)(z − z0)) dz

=

∫
∂Tn

g(z)(z − z0)dz

Donc����∫
∂Tn

f (z)dz
���� = ����∫

∂Tn

g(z)(z − z0)dz
����

≤ périmètre(Tn) × Max |g(z)| × Max |z − z0 |

≤ 3(
l

2n
) ×

ε

8l2 × 2(
l

2n
)
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Soit ����∫
∂Tn

f (z)dz
���� ≤ 3

4
(
1
4
)nε .

On a donc, avec les équations A.1 et A.1 :����∫
∂T

f (z)dz
���� ≤ 4n

����∫
∂Tn

f (z)dz
���� ≤ 4n(

1
4
)nε = ε

Cette intégrale est nulle parce qu’aussi petite que possible. �

Definition A.2.9. On dit que f a une primitive dans un ouvert U
s’il existe g holomorphe dans U tel que g′(z) = f (z)

Lemme A.2.10. Si f a une primitive g dans un ouvertU, alors pour
tout chemin γ : [0, 1] → U, on a :∫

γ
f (z)dz = g(γ(1)) − g(γ(0))

Démonstration. On écrit :∫
γ

f (z)dz =

∫ 1

0
f (γ(t))γ′(t)dt =

∫ 1

0
(g ◦ γ)′(t)dt = g(γ(1)) − g(γ(0))

�

Lemme A.2.11. Soit U un ouvert convexe et f : U → C, une
application holomorphe. Les énoncés suivants ont équivalents :
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1. La fonction f a une primitive dans U

2. Pour tout triangle T contenu dans U∫
∂T

f (z)dz = 0

Démonstration. (1)⇒ (2). On utilise A.2.10 avec les côtés succes-
sifs du triangle.
(2) ⇒ (1) On considère un point z0 dans U et on note γz0,z , le

segment de droite allant de z0 à z. On pose :

g(z) =
∫
γz0,z+h

f (z)dz

Soit Th le triangle de sommets z0, z, z + h. Comme U est un ouvert
convexe, il contient Th tout entier pourvu que h soit assez petit. En
appliquant le théorème A.2.8, il vient :

g(z + h) − g(z) =
∫
γz,z+h

f (z)dz =
∫ 1

0
f (z + th)hdt

lim
h→0

g(z + h) − g(z)
h

= lim
h→0

∫ 1

0
f (z + th)dt

=

∫ 1

0
lim
h→0

f (z + th)dt =
∫ 1

0
f (z)dt = f (z)

�
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Lemme A.2.12. Si f est holomorphe sur U ouvert convexe, f a une
primitive.

Démonstration. C’est la conséquence de A.2.8 et de A.2.11. �

Théoreme A.2.13. Soit f holomorphe dans U convexe. Soit γ un
chemin fermé inclus dans U. Alors∫

γ
f (z)dz = 0

Démonstration. Comme le chemin est fermé, on a : γ(0) = γ(1). On
utilise les lemmes A.2.10 et A.2.12. �

Théoreme A.2.14. Soit f holomorphe dans un ouvert contenant le
disque C de centre a et de rayon r . Alors

f (a) =
1

2iπ

∫
C

f (z)
z − a

dz

Démonstration. On considère les chemins représentés sur la figure
A.2. D’après le théorème A.2.13, les intégrales sur les lignes droites
se compensent. Cr est parcouru dans le sens inverse et défini par :
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C

C
r

Figure A.2 – Cercles concentriques. Le petit cerce est de rayon r .

γ(t) = a + re−2iπt , Donc :

1
2iπ

∫
C

f (z)
z − a

dz = −
1

2iπ

∫
Cr

f (z)
z − a

dz

= −
1

2iπ

∫ 1

0

f (a + re−2iπt )

re−2iπt × (−2riπe−2iπt )dt

=

∫ 1

0
f (a + re−2iπt )dt = lim

r→0

∫ 1

0
f (a + re−2iπt )dt

=

∫ 1

0
lim
r→0

f (a + re−2iπt )dt = f (a)

�
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A.3 Fonctions analytiques

Definition A.3.1. Une fonction f : C→ C est analytique en z0 ∈ C

s’il existe un voisinage O de z0 dans lequel f (z) est somme d’une
série convergente : pour |z − z0 | < r , on a :

f (z) =
∑
n≥0

an(z − z0)
n

Théoreme A.3.2. Si f est analytique en z0, elle est holomorphe
dans un voisinage O de z0

Démonstration. On considère la série g(z) =
∑

n≥0 nan(z − z0)
n−1.

Il est clair qu’elle a le même rayon de convergence que f . Et qu’alors
f ′(z) = g(z). �

Théoreme A.3.3. Si f est holomorphe dans O ⊂ C, elle est analy-
tique en tout z0 ∈ O.

Démonstration. SoitC le disque de centre z0 et de rayon r . Pour z tel
que |z−z0 | < r/2 et u sur le cercleC, on a : z−z0 < r/2 < |u−z0 |r/2.
On a :

1
u − z

du =
1

u − z0 − z + z0
=

1
(u − z0)(1 − z−z0

u−z0
)
=

1
u − z0

∑
n≥0
(

z − z0

u − z0
)n

Alors :

f (z) =
1

2iπ

∫
C

f (u)
u − z

du =
1

2iπ

∫
C

f (u)
u − z0

∑
n≥0
(

z − z0

u − z0
)ndu =

∑
n≥0

an(z − z0)
n
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avec

an =
1

2iπ

∫
C

f (u)
(u − z0)n+1 du

Comme |(u − z0)| = r ,

|an | ≤
1
rn

1
2π

∫
C

| f (u)|du <
M
rn

Et le rayon de convergence est ≥ r . �

A.4 Zéros isolés et prolongement analytique

LemmeA.4.1. Si f est analytique, f (z0) = 0, alors ou bien f (z) = 0
dans un voisinage de z0, ou bien, il existe un voisinage de z0 dans
lequel f (z) , 0 pour tout z , z0.

Démonstration. Dans un voisinage de z0 : f (z) =
∑

k≥1 ak(z − z0)
k .

Si pour tout k, ak = 0 alors f (z) = 0 dans ce voisinage. Sinon, soit
h ≥ 1 le plus petit entier tel que ak , 0. On a : f (z) =, (z − z0)

hg(z)
avec g analytique et g(z0) , 0. Donc f (z) , 0 dans un voisinage de
z0. �

Théoreme A.4.2. Soit f analytique dans un ouvert connexe U. S’il
existe une suite Z = {zn} tels que (a) Z a une infinité d’éléments
différents, (b)Z est contenue dans un compactK ⊂ U, (c) f (zn) = 0,
alors f est nulle sur tout V .
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Démonstration. Soit za un point d’accumulation deZ. On applique
A.4.1 à za. �

Corollaire A.4.3. Soit f définie sur un ouvert O et g définie sur un
ouvert U. Si O

⋂
U , ∅, si f (z) = g(z) pour z ∈ O

⋂
U, alors on

peut prolonger f et g sur O
⋃

U.

Démonstration. Evidente d’après le lemme précédent. �

A.5 Maximum d’une fonction holomorphe

Théoreme A.5.1. Principe du maximum. Soit f une fonction holo-
morphe non constante sur un ouvert connexe U. Alors | f | n’admet
pas de maximum local sur U.

Démonstration. Supposons que z0 est un maximum local. Soit C le
bord d’un petit disque B(z0, r) autour de z0 : on a | f (z)| < | f (z0)|

pour |z − z0 | ≤ r

f (z0) =
1

2iπ

∫
C

f (z)
z − z0

dz =
1

2iπ

∫ 1

0

f (z0 + re2iπt )

re2iπt 2iπre2iπtdt

=

∫ 1

0
f (z0 + re2iπt )dt

Donc

| f (z0)| ≤

∫ 1

0
| f (z0 + re2iπt )|dt ≤

∫ 1

0
| f (z0)|dt = | f (z0)|

�
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Corollaire A.5.2. Soit f une fonction holomorphe non constante
sur un ouvert connexe U. Alors le maximum de | f | sur un compact
inclus dans U se trouve sur la frontière de ce compact.

Lemme A.5.3. Lemme de Schwarz. Soit f holomorphe dans un
ouvert contenant le disque centre 0 et de rayon 1, telle que f (0) = 0
et f (z) ≤ 1 pour |z | ≤ 1. Alors | f (z)| ≤ |z | pour |z | ≤ 1 et
| f ′(0)| ≤ 1.

Démonstration. On applique le principe du maximum à la fonction
holomorphe g(z) = f (z)/z. Pour tout r < 1, g atteint son maximum
sur le disque D(0, r) en un point du cercle C(0, r) : il existe zr tel
que |zr | = 1 et |g(z)| < |g(zr )|. Mais on a |g(zr )| = | f (zr )/zr | ≤
| f (zr )|/|zr | ≤ 1/r . On fait tendre r vers 1. Pour z ≤ 1, on a |g(z)| ≤
1, soit | f (z)| ≤ |z |. On obtient que | f ′(0)| ≤ 1 en écrivant que
f ′(z) = limz→0 f (z)/z = limz→0g(z). �

Lemme A.5.4. Soit f (z) =
∑

n anzn analytique dans un ouvert
contenant le disque de centre0 et de rayon R. Soit M = sup |z |=R | f (z)|.
Alors

|an | =
1
n!
| f (n)(0)| ≤

M
Rn

Démonstration. Cette inégalité a été vue lors de la démonstration
de A.3.3. �

Théoreme A.5.5. Théorème de de la partie réelle. Soit f (z) =∑
n anzn analytique dans un ouvert contenant le disque de centre 0
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et de rayon R. Soit de plus M = sup |z |=R R( f (z)). Alors, pour n ≥ 1,
on a :

|an | ≤ 2
M − R( f (0))

Rn

Démonstration. Puisque n ≥ 1, on peut opérer une translation et se
ramener au cas où R( f (z0)) > 0. On écrit an = |an |eiφn .

f (z) =
∑
n

anzn =
∑
n

|an |eiφn zn

f (Reiφ) =
∑
n

|an |ei(φn+nφ)Rn

R( f (Reiφ)) =
∑
n

|an |Rn cos(φn + nφ)

Soient n,m ∈ N ; on définit :

I(n,m) =
∫ 2π

0
cos(φn + nφ) cos(φm + mφ)dφ

Alors, pour n = m, I(n, n) = π. Pour n , m, I(m, n) = 0.
Soit m ∈ N. On calcule :

Sm =

∫ 2π

0
R( f (Reiφ)) cos(φm + mφ)dφ

=

∫ 2π

0

∑
n

|an |Rn cos(φn + nφ) cos(φm + mφ)dφ

=
∑
n

|an |RnI(n,m) =
∑
n

|an |Rn2πδn,m = 2π |am |Rm
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On a donc :

Tm =

∫ 2π

0
R( f (Reiφ))(1 + cos(mφ + φm))dφ

=

∫ 2π

0
R( f (Reiφ))dφ +

∫ 2π

0
R( f (Reiφ)) cos(mφ + φm)dφ

= 2πR( f (0)) + π |am |Rm

Et comme : 0 ≤ 1 + cos(φm + mφ)

Tm =

∫ 2π

0
R( f (Reiφ))(1 + cos(mφ + φm))dφ

≤

∫ 2π

0
M (1 + cos(mφ + φm)) dφ

≤ 2πM

Finalement

2πR( f (0)) + π |am |Rm ≤ 2πM

Et

|am | ≤ 2
M − R( f (0))

Rm

�

Lemme A.5.6. Soit f (z) =
∑

n anzn analytique dans un ouvert
contenant le disque de centre z0 et de rayon R. Soit M = sup |z |=R R( f (z)).
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Alors, pour |z − z0 | = r < R

| f (z) − f (z0)| ≤ 2(M − R( f (0))
R

R − r

Démonstration. On applique A.5.5 :

| f (z) − f (z0)| =

�����∑
n≥1

an(z − z0)
n

����� ≤∑
n≥1
|an |rn

≤
∑
n≥1

2
M − R( f (0))

Rn
rn

= 2 (M − R( f (0)))
r

R − r

�

Lemme A.5.7. Soit g(z) holomorphe inversible pour |z − z0 | ≤ R.
Si |g(z)/g(z0)| ≤ M pour |z − z0 | = R, alors pour |z − z0 | = r < R,
on a : ����g′(z)g(z)

���� ≤ 2R log M
(R − r)2

Démonstration. On applique la première inégalité de A.5.6 à une
détermination de log(g(z)/g(z0). �

A.6 Zéros des fonctions holomorphes

Lemme A.6.1. Soit f (z) holomorphe pour |z − z0 | ≤ R et, comme
précédemment, tel que | f (z)/ f (z0)| ≤ M pour |z − z0 | = R. Soient
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ρ les zéros de f dans le disque |z − z0 | ≤ R/2. Alors pour |z − z0 | ≤

r < R/2, on a :����� f ′(z)
f (z)

−
∑
ρ

1
z − ρ

����� ≤ R log M
(R/2 − r)2

Démonstration. On applique A.5.7 à g(z) = f (z)
∏
ρ(z − ρ)−1.

g(z)
g(z0)

=
f (z)
f (z0)

∏
ρ

z0 − ρ

z − ρ���� z0 − ρ

z − ρ

���� ≤ 1 lorsque |z − z0 | = R���� g(z)g(z0)

���� ≤ M

g′(z)
g(z)

=
f ′(z)
f (z)

−
∑
ρ

1
z − ρ

�

Théoreme A.6.2. Théorème de Borel. Soit f une fonction holo-
morphe dans le disque de centre s0 et de rayon R. Soient, comptés
avec leurs multiplicités, s1, . . . , sm les zéros de f dans le disque
de centre s0 et de rayon r < R. Soit M = sup |s−s0 |=R | f (s)|. Si
f (s0) , 0, on a : (

R
r

)m
≤

M
| f (s0)|
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Démonstration. Pour |s − s0 | = R, on a����R2 − (s − s0)(sk − s0)

R(s − sk)

���� = 1

En effet����R2 − (s − s0)(sk − s0)

R(s − sk)

����2 =
R4 − 2R2R(s)(s − s0)(sk − s0) + |s − s0 |

2 |s0 − sk |2

R2 |s − sk |2

=
|s − s0 |

2 − 2R(((s − s0)(sk − s0)) + |s0 − sk |2)
|s − sk |2

Et

|s − sk |2 = |s − s0 + s0 − sk |2 = |s − s0 |
2 − 2R((s − s0)(sk − s0)) + |s0 − sk |2

On pose

g(s) = f (s)
m∏
k=1

R2 − (s − s0)(sk − s0)

R(s − sk)

Alors g(s) est holomorphe dans le disque |s − s0 | ≤ R et |g(s)| =
| f (s)| pour |s − s0 | = R. Donc |g(s)| ≤ M pour |s − s0 | ≤ R. En
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particulier

M ≥ |g(s0)|

= | f (s0)|

m∏
k=1
|

R2

R(s0 − sk)
| = | f (s0)|

m∏
k=1

R
|s0 − sk |

≥ | f (s0)|

m∏
k=1

R
r
≥ | f (s0)|

(
R
r

)m
�

89



Annexe B

Rappel : Fonctions
méromorphes

B.1 Définition

Definition B.1.1. SoitO un ouvert deC. Une fonction f : O → C est
méromorphe si elle est le quotient de deux fonctions holomorphes :
f (z) = g(z)/h(z).

Théoreme B.1.2. Si f est méromorphe en z0 ∈ O ⊂ C, alors on
peut écrire :

f (z) =
∑

n≥−n0

an(z − z0)
n

Démonstration. On a : f (z) = g(z)/h(z) autour de z0.
Si h(z0) , 0, elle n’est pas nulle dans un disque contenant z0 ;
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f (z) est dérivable de dérivée

h(z)g′(z) − h′(z)g′(z)
h(z)2

Donc elle y est holomorphe, donc y est analytique.
Si h(z0) = 0, on écrit h(z) = (z − z0)

n0 k(z) avec k analytique,
k(z) , 0 dans un disque contenant z0. On applique le même principe
à k(z), et on obtient le résultat cherché. �

B.2 Zéros et pôles

DefinitionB.2.1. Soit f une fonctionméromorphe : f (z) = g(z)/h(z).
Un pôle d’ordre n est un point z0 tel que h(z) = (z − z0)k(z),
k(z0) , 0 et h(z0) , 0. Un zéro d’ordre n est un point z0 tel que
g(z) = (z − z0)k(z), k(z0) , 0 et k(z0) , 0.

Lemme B.2.2. Soit f holomorphe sur un ouvert contenant le disque
C. Soit n( f ) le nombre de zéros de f contenus dans C, comptés avec
leurs multiplicités. Alors :

n( f ) =
1

2iπ

∫
c

f ′(z)
f (z)

dz
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Démonstration. On écrit :

f (z) = g(z)
∏
i

(z − zi)ni

f ′(z)
f (z)

=
g′(z)
g(z)

+
∑
i

ni
1

z − zi

�

LemmeB.2.3. Soit f méromorphe sur un ouvert contenant le disque
C. Soit n( f ) le nombre de zéros de f contenus dans C, comptés avec
leurs multiplicités. Soit p( f ) le nombre de pôles de f contenus dans
C , comptés avec leurs multiplicités. Alors :

n( f ) − p( f ) =
1

2iπ

∫
c

f ′(z)
f (z)

dz

Démonstration.

f (z) = g(z)
∏
i

(z − zi)ni/
∏
j

(z − pj)
m j

f ′(z)
f (z)

=
g′(z)
g(z)

+
∑
i

ni
1

z − zi
−

∑
j

mj
1

z − pj

�

Lemme B.2.4. Sous les mêmes hypothèses, p( f ) − n( f ) est égal à
la variation de l’argument de f (z) le long de C, exprimé en tours.

Démonstration. Lemme précédent �
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B.3 Résidus

Definition B.3.1. Soit f méromorphe avec un pôle en z0. Soit C un
cercle autour z0 qui ne contient pas d’autre pôle de f . Le résidu de
f en z0 est :

Res( f , z0) =
1

2iπ

∫
C

f (z)

Lemme B.3.2. Soit f méromorphe avec un pôle en z0 et dont le
développement analytique est f (z) =

∑
n≥−n0 an(z − z0)

n avec n0 ≥

−1. Alors

Res( f , z0) = a−1

Démonstration. Pour n ∈ Z, on a :

1
2iπ

∫
C

(z − z0)
ndz =

1
2iπ

∫ 1

0
(re2iπt )n × (2iπre2iπt )dt

= rn+1
∫ 1

0
e2iπ(n+1)tdt =

(
0 si n , 1
1 si n = −1

Donc :

1
2iπ

∫
C

f (z)dz =
1

2iπ

∫
C

∑
n≥−n0

an(z − z0)
ndz

=
∑

n≥−n0

(
1

2iπ

∫
C

an(z − z0)
ndz)

)
= a−1
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�

Lemme B.3.3.

Res(
g

h
, z0) =

g(z0)

h′(z0)
pour z0 pôle d’ordre 1.

Démonstration. On écrit f (z) = g(z)/h(z) avec h(z0) = 0. La
fonction k(z) = (z − z0) f (z) est analytique ; elle s’écrit : k(z) =∑

i≥0 bi(z − z0)
i et le résidu cherché est b0.

b0 = lim
z→z0

k(z) = lim
z→z0
(z − z0)

g(z)
h(z)

= lim
z→z0

g(z)/
h(z) − h(z0)

z − z0
=

g(z0)

h′(z0)

�

Lemme B.3.4.

Res(
g′

g
, z0) = n pour z0 zéro de g d’ordre n

Démonstration. On écrit g(z) = (z − z0)
nh(z) avec h(z0) , 0. Alors

g′(z)
g(z)

=
h′(z)
h(z)

+
n

z − z0

�

Definition B.3.5. L’indice d’un point z0 par rapport à un chemin γ
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est donné par :

Indγ(z0) =
1

2iπ

∫
γ

dz
z − z0

C’est le nombre tours que fait γ autour de z. Indγ(z0) = 0 si z est
à l’extérieur de γ.

Théoreme B.3.6. Théorème des résidus. Soit f méromorphe dans
U simplement connexe. Soit γ un chemin contenu dans U. Soit zk
les pôles de f à l’intérieur de U. Alors :

1
2iπ

∫
γ

f (z)dz =
∑
k

Res( f , zk)Indγ(zk)

Démonstration. 1. Soit zk le k-ième pôle de f .

2. Soit
∑

i≥−nk ak
i (z − zk)i le développement de f en zk .

3. Soit gk(z) =
∑−1

i≥−nk
ak
i (z − zk)i.

4. Soit g(z) = f (z) −
∑

k gk(z).

5. La fonction g est holomorphe parce qu’elle a, en tout point
sauf aux pôles, un développement analytique ; et aux pôles, il
suffit de développer les expressions de f et des gk pour avoir
le résultat.
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6. U étant simplement connexe :∫
γ
g(z)dz = 0

7. Donc ∫
γ

f (z)dz =
∑
k

∫
γ
gk(z)dz

8. Mais∫
γ
gk(z)dz =

∫
γ

−1∑
i≥−nk

ak
i (z − zk)idz =

−1∑
i≥−nk

ak
i

∫
γ
(z − zk)idz

= ak
−1

∫
γ
(z − zk)−1dz = Res( f , zk)Indγ(zk)

9. D’où le résultat.
�
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Rappel : Fonctions spéciales

C.1 Fonctions trigonométriques

Definition C.1.1.

cos(z) =
∑
n≥0
(−1)nz2n sin(z) =

∑
n≥0
(−1)n+1z2n+1

On obtient toutes les formules trigonométriques :
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Lemme C.1.2.

eiz = cos(z) + i sin(z)

e2ikπ = 1

cos(z) =
eiz + e−iz

2

sin(z) =
eiz − e−iz

2i
cos′(z) = − sin(z)

sin′(z) = cos(z)

Démonstration. Les premières égalités viennent immédiatement des
définitions. Les dernières découlent du principe de prolongement
analytique : elles sont vraies sur R qui n’est pas discret dans C. �

Lemme C.1.3.

π

tan πz
= π cot πz =

1
z
+

+∞∑
n=1

2z
z2 − n2

Démonstration. Soit k un entier donné assez grand pour que l’on
ait : 1 > tanh(πk) > 1/2 et −1 < tanh(−πk) < −1/2. On considère
alors le bord du rectangle ABCD où A = (k+ 1

2+ik), B = (k+ 1
2−ik),
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C = (−k − 1
2 − ik), D = (−k − 1

2 + ik). Soit w < Z. On définit :

f (z) =
π cot πz
z2 − w2

Et l’intégrale :

1
2iπ

∫
γk

f (z)dz

1. Posant z = x + iy, on a :

cos π(x + iy) = cos πx cosh πy − i sin πx sinh πy

sin π(x + iy) = sin πx cosh πy + i cos πx sinh πy

2. On en déduit que | cot πz | < 2 pour z ∈ γk :

cot π(k +
1
2
+ iy) =

cos π(k + 1
2 + iy)

sin π(k + 1
2 + iy)

=
cos π(k + 1

2 ) cosh πy − i sin π(k + 1
2 ) sinh πy

sin π(k + 1
2 ) cosh πy + i cos π(k + 1

2 ) sinh πy

= −i
sin π(k + 1

2 ) sinh πy
sin π(k + 1

2 ) cosh πy
parce que cos π(k +

1
2
) = 0

| cot π(k +
1
2
+ iy)| ≤ | tanh πy | ≤ 2
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cot π(x + ik) =
cos π(x + ik)
sin π(x + ik)

=
cos πx cosh πk − i sin πx sinh πk
sin πx cosh πk + i cos πx sinh πk

|cot π(x + ik)|2 = |cot π(x − ik)|2

=
(cos πx)2 + (sin πx)2 (tanh πk)2

(sin πx)2 + (cos πx)2 (tanh πk)2

≤
(cos πx)2 + (sin πx)2

(sin πx)2 + (cos πx)2 (1/2)2

≤
(cos πx)2 + (sin πx)2

(sin πx)2 (1/2)2 + (cos πx)2 (1/2)2

≤ 4

3. Alors : ����∫
γk

f (z)dz
���� ≤ 2

����∫
γk

π

z2 − w2 dz
����

En examinant la situation sur les différents segments de γk :����∫
AB

π

z2 − w2 dz
���� = ����∫ −k

k

π

(k + 1/2 + iy)2 − w2 dy
��������∫

BC

π

z2 − w2 dz
���� = �����∫ −k−1/2

k+1/2

π

(x + ik)2 − w2 dx

�����
Dans tous les cas, on a un intervalle de longueur de l’ordre de
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k et une fonction en valeur absolue de l’ordre de 1/k2 On en
déduit que :

lim
k→+∞

1
2iπ

∫
γk

f (z)dz = 0.

4. Les pôles de f à l’intérieur de γk sont : z = w, z = w, z = n,
les entiers n ∈ [−k, k].

5. Les résidus correspondants sont :

π cotw
2w

,
−π cotw
−2w

,
1

n2 − w2

6. On applique le théorème B.3.6 (théorème des résidus)

1
2iπ

∫
γk

f (z)dz =
π cotw

2w
+
−π cotw
−2w

+

k∑
n=−k

1
n2 − w2

7. On a le résultat en faisant tendre k vers l’infini.

�

Lemme C.1.4.

sin πz = πz
+∞∏
n=1

(
1 −

z2

k2

)
Démonstration. On pose

h(z) = πz
+∞∏
n=1

(
1 −

z2

k2

)
)
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On prend les dérivées logarithmiques de h(z) et sin πz :

(sin πz)′

sin πz
=

π cos πz
sin πz

=
π

tan πz

Et :

h′(z)
h(z)

=
(πz

∏+∞
n=1

(
1 − z2

k2

)
)′

(πz
∏+∞

n=1

(
1 − z2

k2

)
)

=
1
z
+

+∞∑
n=1

(
1 − z2

n2

) ′(
1 − z2

n2

)
=

1
z
+

+∞∑
n=1

(
− 2z

n2

)(
1 − z2

n2

) = 1
z
+

+∞∑
n=1

2z
z2 − n2

=
π

tan πz
d’après C.1.3

Donc, avec une constante C :

sin πz = Ch(z)

Mais

lim
z→0

sin πz
πz

= 1 et lim
z→0

h(z)
πz
= 1

Donc C = 1 �
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C.2 Gamma

Definition C.2.1. Pour s complexe tel que : R(s) > 1

Γ(s) =
∫ +∞

0
e−t ts

dt
t

L’intégrale converge car |ts−1 | = tR(s)−1.

Lemme C.2.2. Pour s complexe tel que : R(s) > 1

Γ(s + 1) = sΓ(s)

Démonstration. : intégration par partie.

Γ(s + 1) =
∫ +∞

0
e−t ts+1 dt

t
=

[
−e−t sts−1]+∞

0 +

∫ +∞

0
e−t sts−1dt = sΓ(s)

�

Théoreme C.2.3. Γ peut être étendue à C tout entier par la relation
Γ(s) = Γ(s + 1)/s. La fonction Γ obtenue est telle que Γ(1) = 1. Elle
a des pôles simples en 0 et aux entiers négatifs.

Démonstration. 1. Valeur en 1.

Γ(1) =
∫ +∞

0
e−tdt = 1

2. Γ a des pôles simples en 0 et aux entiers négatifs : Γ(1) =
0 × Γ(0), puis Γ(0) = (−1) × Γ(−1), Γ(−1) = (−2) × Γ(−2),
etc.
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�

Lemme C.2.4. Pour s réel, positif.

Γ(s) = lim
n→+∞

∫ n

0

(
1 −

t
n

)n
ts−1dt

Démonstration. On sait que :

e−t = lim
n→+∞

(1 −
t
n
)n

Mais :(
1 −

t
n

)n
= en log(1− t

n )

≤ en(−
t
n ) parce que log(1 − x) ≤ −x pour 0 ≤ x < 1

= e−t

La convergence est dominée. Donc uniforme. On peut inverser les
sommations et limites :

lim
n→+∞

∫ n

0

(
1 −

t
n

)n
ts−1dt = lim

n→+∞

∫ +∞

0

(
1 −

t
n

)n
ts−1I[0,n](t)dt

=

∫ +∞

0
lim

n→+∞

(
1 −

t
n

)n
ts−1I[0,n](t)dt

=

∫ +∞

0
e−t ts−1dt

�
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Lemme C.2.5. Pour s réel, positif.

Γ(s) = lim
n→+∞

n! ns

s(s + 1) . . . (s + n)

Démonstration.∫ n

0

(
1 −

t
n

)n
ts−1dt = ns

∫ 1

0
(1 − τ)n τs−1dτ = ns

n
s

∫ 1

0
(1 − τ)n−1 τsdτ

= ns
n
s

n − 1
s + 1

∫ 1

0
(1 − τ)n−2 τs+1dτ

. . .

= ns
n
s

n − 1
s + 1

. . .
1

s + n − 1

∫ 1

0
(1 − τ)0 τn+s−1dτ

= ns
n
s

n − 1
s + 1

. . .
1

s + n − 1
×

1
s + n

= ns
n!

s(s + 1) . . . (s + n)

�

Lemme C.2.6. Pour tout s ∈ C :

1
Γ(s)

= s eγs
+∞∏
i=1
(1 +

s
i
)e−

s
i
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Démonstration. Pour s réel, positif.∫ n

0

(
1 −

t
n

)n
ts−1dt = ns

n!
s(s + 1) . . . (s + n)

=
ns

s(1 + s)(1 + s
2 ) . . . (1 +

s
n )

=
es log n

s(1 + s)(1 + s
2 ) . . . (1 +

s
n )
×

e−s(
1
1+

1
2+· · ·+

1
n )

e−s(
1
1+

1
2+· · ·+

1
n )

=
es(log n−( 11+

1
2+· · ·+

1
n ))

s(1 + s)e−s(
1
1 )(1 + s

2 )e
−s( 12 ) . . . (1 + s

n )e
−s( 1

n )

Γ(s) = lim
n→+∞

e−γs

s
∏n

i=1(1 +
s
i )e
−s( 1i )

Pour tout s complexe,
∏+∞

i=1(1 +
s
i )e
− s

i converge, donc :

1
Γ(s)

= s eγs
+∞∏
i=1
(1 +

s
i
)e−

s
i

�

Lemme C.2.7. Formule des compléments. Pour tout u complexe :

Γ(u)Γ(1 − u) =
π

sin πu
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Démonstration.

1
Γ(u)Γ(−u)

= u eγu
+∞∏
i=1
(1 +

u
i
)e−

u
i × (−u) eγ(−u)

+∞∏
i=1
(1 +
−u
i
)e−

−u
i

= −u2
+∞∏
i=1
(1 −

u2

i2
)

Γ(1 − u) = −uΓ(−u)

sin(πu) = πu
+∞∏
i=1
(1 −

u2

i2
)

�

Lemme C.2.8.

Γ(
1
2
) =

√
π

Démonstration. On fait u = 1/2 dans la formule des compléments.
�

Definition C.2.9. Pour R(u) > 0, R(v) > 0,

B(u, v) =
∫ 1

0
tu−1(1 − t)v−1dt

Lemme C.2.10. Pour R(u) > 0, R(v) > 0,

B(u, v) =
Γ(u)Γ(v)
Γ(u + v)
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Démonstration.

Γ(u)Γ(v) =
∫ +∞

0
e−t tu−1dt

∫ +∞

0
e−ssv−1ds =

∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−(t+s)tu−1sv−1dtds

On fait le changement de variable : t = xy, s = x(1 − y), x = t + s,
y = t/(t + s)

J =

����� y x
1 − y −x

����� = −x

Γ(u)Γ(v) =
∫ 1

0

∫ +∞

0
e−x xu−1yv−1xv−1(1 − y)v−1xdxdy

=

∫ +∞

0
e−x xu+v−1dx

∫ 1

0
yv−1(1 − y)v−1dy = Γ(u + v)B(u, v)

�

Lemme C.2.11. Pour R(u) > 0, R(v) > 0,

B(u, v) = 2
∫ π

2

0
(cosφ)2u−1(sinφ)2v−1 dφ

Démonstration.

B(u, v) =
∫ 1

0
t2u−1(1 − t)2v−1dt
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Changement de variable : t = cos2 φ, dt = −2 cos φ sin φ

B(u, v) = −

∫ 0

π
2

(cos φ)2(u−1)(sin φ)2(u−1)2 cos φ sin φdφ

=

∫
0

π

2
(cos φ)2u−1(cos φ)2u−1dφ

�

Lemme C.2.12. Formule de duplication. Pour tout u complexe :

Γ(u)Γ(u +
1
2
) = 2

√
π
Γ(2u)
22u

Démonstration.

B(z, z) = 2
∫ π

2

0
(cosφ)2z−1(sinφ)2z−1 dφ = 2 × 21−2z

∫ π
2

0
(sin2φ)2z−1 dφ

= 21−2z
∫ π

0
(sinτ)2z−1 dτ = 21−2z .2

∫ π
2

0
(sinτ)2z−1 dτ

B(
1
2
, z) = 2

∫ π
2

0
(sinφ)2z−1 dφ

B(z, z) = 21−2zB(
1
2
, z)

Γ(z)Γ(z)
Γ(2z)

= 21−2z Γ(z)Γ(
1
2 )

Γ(z + 1
2 )

Γ(z)Γ(z +
1
2
) = 21−2z√πΓ(2z)
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�

C.2.1 Formule de Stirling

Lemme C.2.13. 1. On pose, pour x > 0, φ(x) = x − 1 − ln(x).

2. On pose ρ(x) = (x − 1)2/2.

3. φ′(x) = 1 − 1/x, φ′(1) = 0, φ(1) = 0, φ(x) ≥ 0 ;

4. limx→0 φ(x) = limx→+∞ φ(x) = +∞.

5. On a : ρ′(1) = 0, ρ(1) = 0.

6. Sur [0, 1], φ(x) > ρ(x) et 0 < 1 − e−s(φ(x)−ρ(x)) < 1.

7. Sur [1,+∞], x−1 < φ(x) < ρ(x) et 0 < 1− e−s(ρ(x)−φ(x)) < 1.

Démonstration. Calculs immédiats �

Théoreme C.2.14. Formule de Stirling

Γ(s) ∼

√
2π
s

( s
e

)s
Démonstration. 1. Par définition, pour<(s) > 0,

Γ(s) =
∫ ∞

0
ts−1e−t dt

110



Annexe C Rappel : Fonctions spéciales

On fait le changement de variable : t = sx

Γ(s) = ss
∫ ∞

0
xs−1e−sx dx

= sse−s
∫ ∞

0
xs−1e−s(x−1) dx

= sse−s
∫ ∞

0
e−sφ(x) dx

2. On fait le changement de variable suivant, qui est possible
parce que<(s) > 0 : u =

√
s(x − 1), x = 1 + u√

s
:

∫ ∞

−∞

e−s
(x−1)2

2 dx =
1
√

s

∫ ∞

−∞

e−
u2
2 du =

√
2π
√

s

On en déduit que :

lim
s→+∞

∫ ∞

−∞

e−s
(x−1)2

2 dx = 0

lim
s→+∞

∫ ∞

0
e−s

(x−1)2
2 dx = 0

lim
s→+∞

∫ 0

−∞

e−s
(x−1)2

2 dx = 0

3. Il reste à montrer que la différence :

∫ ∞

0
e−sφ(x) dx −

∫ ∞

−∞

e−s
(x−1)2

2 dx
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tend vers 0 lorsque s tend vers l’infini. On la réécrit :∫ ∞

0

(
e−sφ(x) − e−s

(x−1)2
2

)
dx −

∫ 0

−∞

e−s
(x−1)2

2 dx

On a déja vu que la seconde intégrale tendait vers 0.

4. En ce qui concerne la première. On la décompose :
∫ +∞
0 =∫ 1

0 +
∫ +∞
1 .

5. Sur [0, 1], on a : 0 < 1− e−s(φ(x)−ρ(x)) < 1, (x − 1)2 ≤ (1− x),
e−<(s)

(x−1)2
2 < e−<(s)

1−x
2 et����∫ 1

0

(
e−sρ(x) − e−sφ(x)

)
dx

���� = ∫ 1

0
e−<(s)ρ(x) ×

(
1 − e−<(s)(φ(x)−ρ(x))

)
dx

≤

∫ 1

0
e−<(s)ρ(x) dx =

∫ 1

0
e−<(s)

(x−1)2
2 dx

≤

∫ 1

0
e−<(s)

1−x
2 dx =

2 − 2e−<(s)/2

<(s)
≤

2
<(s)

6. Sur [1,+∞], on a : 0 < 1 − e−s(ρ(x)−φ(x)) < 1 et����∫ +∞

1

(
e−sφ(x) − e−sρ(x)

)
dx

���� = ∫ +∞

1
e−<(s)φ(x) ×

(
1 − e−<(s)(ρ(x)−φ(x))

)
dx

≤

∫ +∞

1
e−<(s)φ(x) dx

≤

∫ +∞

1
e−<(s)(x−1) dx =

1
<(s)

�
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C.3 Theta

Definition C.3.1.

θ(x) =
∑
n≥1

e−n
2πx

Θ(x) =
∑
n∈Z

e−n
2πx

Lemme C.3.2.

Θ(x) = 2θ(x) + 1

θ(x) =
Θ(x) − 1

2

Démonstration. Evidente. �

Lemme C.3.3. θ est indéfiniment dérivable à décroissance rapide.

Démonstration.

θ(k)(x) =
∑
n≥1
(−n2π)ke−n

2πx

lim
x→+∞

P(x)θ(k)(x) = 0

�

Lemme C.3.4. Formule de Poisson. Soit φ indéfiniment dérivable à
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décroissance rapide. Soit φ̂ sa transformée de Fourier. Alors∑
n∈Z

φ̂(n) =
∑
n∈Z

φ(n)

Démonstration. On pose ψ(x) =
∑

n φ(x + n). ψ est bien définie et
continue, étant données les hypothèses sur φ. ψ est périodique de
période 1. C’est la somme de sa série de Fourier :

ψ(x) =
∑
k

ake−2iπkx

avec

ak =

∫ 1

0
ψ(x)e−2iπkxdx =

∫ 1

0

∑
n

φ(x + n)e−2iπkxdx

=
∑
n

∫ 1

0
φ(x + n)e−2iπkxdx =

∑
n

∫ n+1

n

φ(t)e−2iπk(t−n)dt

=
∑
n

∫ n+1

n

φ(t)e−2iπktdt =
∫
R
φ(t)e−2iπktdt = φ̂(k)

On fait x = 0.

ψ(0) =
∑
n

φ(n) =
∑
k

ake2iπk0 =
∑
k

ak =
∑
k

φ̂(k)

�

Lemme C.3.5. Soit t > 0. Soit φ(x) = e−πtx
2 . Sa transformée de
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Fourier est

φ̂(y) =
1
√

t
e−

πy2
t

Démonstration.

φ̂(y) =
1

2π

∫ +∞

−∞

e−πtx
2
eixydx =

1
2π

∫ +∞

−∞

e−πt(x
2−

ixy
π t )dx

= eπt(
iy

2π t )
2 1
2π

∫ +∞

−∞

e−πt(x−
ixy
2π t )

2
dx

= e
−πy2

t
1

2π

∫ +∞+i
y

2
√
t

−∞+i
y

2
√
t

e−πu
2 1
√

t
du avec u =

√
t(x − i

iy
2πt
), du =

√
tdx

=
1
√

t
e−

πy2
t parce que

1
2π

∫ +∞+ic

−∞+ic

e−πu
2
du =

1
2π

∫ +∞

−∞

e−πu
2
du = 1

En effet, :

lim
T→+∞

1
2π

∫ +T+ic

−T+ic

e−πu
2
du = lim

T→+∞

1
2π

(∫ −T

−T+ic

+

∫ +T

−T

+

∫ +T+ic

T

)
Et ����∫ T+ic

T

e−πu
2
du

���� ≤ ∫ c

0

���e−π(−iu+T )2 ��� du

=

∫ c

0

���e−π(u2+T 2)
��� du ≤ ce−π(T

2)

�
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Lemme C.3.6.

Θ(
1
x
) =

√
xΘ(x)

Démonstration. On applique la formule de Poisson à la fonction φ
ci-dessus : ∑

n∈Z

φ̂(n) =
∑
n∈Z

φ(n)∑
n∈Z

1
√

t
e−

πn2
t =

∑
n∈Z

e−πtn
2

1
√

t
Θ(

1
t
) = Θ(t)

�

Lemme C.3.7.

θ(
1
x
) = θ(x)

√
x +

1
2
(
√

x − 1)

Démonstration.

θ(
1
x
) =

Θ( 1x ) − 1
2

=

√
xΘ(x) − 1

2
=

√
x(2θ(x) + 1) − 1

2
= θ(x)

√
x +

1
2
(
√

x − 1)

�

Lemme C.3.8.

1
2
+ θ(1) + 4θ ′(1) = 0
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Démonstration. On dérive.(
θ(

1
x
)

) ′
=

(
θ(x)
√

x +
1
2
(
√

x − 1)
) ′

−1
x2 θ

′(
1
x
) = θ ′(x)

√
x + θ(x)

1
2
√

x
+

1
4
√

x

On fait x = 1

−θ ′(1) = θ ′(1) + θ(1)
1
2
+

1
4

Ce qui est bien le résultat cherché. �
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Annexe D

Formules de Jensen et
factorisation des fonctions
holomorphes d’ordre 1

D.1 Fonctions harmoniques

Théoreme D.1.1. Egalités de Cauchy-Riemann. Soit f holomorphe
dans un voisinage de z0. Si on écrit : z = x + iy, f (z) = f (x + iy) =
u(x, y) + iv(x, y), alors :

∂u
∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)

∂u
∂y
(x0, y0) = −

∂v

∂x
(x0, y0)

Démonstration. On a :

f (z) − f (z0) = f ′(z)(z − z0) + . . .
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En tant que fonction de R2 dans C, on a :

f (z) − f (z0) = (x − x0)
∂u
∂x
(x0, y0) + (y − y0)

∂u
∂y
(x0, y0)

+i(x − x0)
∂v

∂x
(x0, y0) + i(y − y0)

∂v

∂y
(x0, y0) + . . .

Si f ′(z) = a + ib, on a :

(a + ib)(x − x0 + i(y − y0)) + . . . = a(x − x0) − b(y − y0)

+i(a(y − y0) + b(x − x0)) + . . .

Donc, en égalisant les développements au premier ordre :

a =
∂u
∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)

b =
∂u
∂y
(x0, y0) = −

∂v

∂x
(x0, y0)

�

ThéoremeD.1.2. Soit f : C→ C que l’on écrit : f (z) = f (x+iy) =
u(x, y) + iv(x, y). Si u et v sont dérivables et vérifient les égalités de
Cauchy-Riemann, f est holomorphe.
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Démonstration. On écrit :

f (x + h, y + k) = u(x + h, y + k) + iv(x + h, y + k)

= f (x, y) + h
∂u
∂x
(x, y) + k

∂u
∂y
(x, y)

+ih
∂v

∂x
(x, y) + ik

∂v

∂y
(x, y) + o(h, k)

Les égalités de Cauchy-Riemann sont :

∂u
∂x
=
∂v

∂y
et

∂u
∂y
= −

∂v

∂x

On a donc :

h
∂u
∂x
+ k

∂u
∂y
+ ih

∂v

∂x
+ ik

∂v

∂y
= (h + ik)

(
∂u
∂x
− i

∂u
∂y

)
= (h + ik)i

(
−i
−∂v

∂y
+
∂v

∂x

)
=

1
2
(h + ik)

(
∂(u + iv)

∂x
− i

∂(u + iv)
∂y

)
=

1
2

z
(
∂ f
∂x
− i

∂ f
∂y

)
Donc : g = (1/2) (∂ f /∂x − i∂ f /∂y) est la dérivée de f . Et f est
holomorphe. �

Notation D.1.3. Pour f : C→ R, on note les opérateurs

df
dz
=
∂ f
∂x
− i

∂ f
∂y

et
df
dz
=
∂ f
∂x
+ i

∂ f
∂y
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Lemme D.1.4. Si f est holomorphe, alors

dR( f )
dz

=
dI( f )

dz
= 0

Démonstration. Développer. �

Notation D.1.5. Pour f : C→ R, on note l’opérateur :

∆ f =
∂2 f
∂x2 +

∂2 f
∂y2 =

d
dz

df
dz
=

d
dz

df
dz

Definition D.1.6. f : C→ R est harmonique si ∆ f = 0.

Lemme D.1.7. f : C→ C est holomorphe si et seulement si R( f ),
I( f ) sont harmoniques.

Démonstration. Découle de D.1.1. �

Lemme D.1.8. Soient u, v continûment dérivables de U ⊂ R2 dans
R, où U est un ouvert simplement connexe. Il existe une fonction
w de U dans R tel que ∂w/∂x = et ∂w/∂y = v si et seulement si
∂u/∂y = ∂v/∂x

Démonstration. 1. Si un tel w existe, alors

∂u
∂y
=

∂2w

∂y∂x
=
∂v

∂x

2. Supposons que ∂u/∂y = ∂v/∂x,
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a) Soit (x0, y0), (x, y) ∈ U tels que le carré de diagonale
(x0, y0), (x, y) soit inclus dans U ; on pose

w(x, y) =
∫ y

y0

v(x0, y
′)dy′ +

∫ x

x0

u(x ′, y)dx ′

b) Cette fonction a les dérivées voulues :

∂w

∂x
(x, y) = u(x, y)

∂w

∂y
(x, y) = v(x0, y) +

∫ x

x0

∂u(x ′, y)
∂y

dx ′

= v(x0, y) +

∫ x

x0

∂v(x ′, y)
∂x

dx ′ = v(x, y)

c) Lorsque (x, y) est tel que le carré de diagonale (x0, y0), (x, y)
n’est pas contenu dansU, on construit un chemin constitué
d’une suite (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn) telle que (xn, yn) =
(x, y) et que les carrés de diagonale (xi, yi), (xi+1, yi+1)

soient inclus dans U. On définit alors :

w(x0, y0) = 0

w(xi+1, yi+1) = w(xi, yi) +
∫ yi+1

yi

v(xi, y′)dy′ +
∫ xi+1

xi

u(x ′, yi+1)dx ′

d) Cette fonction a, elle aussi, les dérivées voulues

e) U étant simplement connexe, s’il y a deux chemins al-
lant de (x0, y0) à (x, y), ils sont homotopes. La somme en
question ne dépend pas du chemin.
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�

ThéoremeD.1.9. Une fonction harmonique est la partie réelle d’une
fonction holomorphe

Démonstration.

∂2 f
∂x2 +

∂2 f
∂y2 = 0

∂

∂x
(
∂ f
∂x
) =

∂

∂y
(−
∂ f
∂y
)

D’après D.1.8, il existe g tel que ∂g/∂y = ∂ f /∂x et ∂g/∂x =
−∂ f /∂y. Alors f + ig satisfait les équations de Cauchy Riemman et
est holomorphe. �

Lemme D.1.10. Si f est harmonique sur un voisinage du disque
unité

f (0) =
1

2π

∫ 2π

0
f (eiθ)dθ

Démonstration. Découle de la formule intégrale de Cauchy et de
D.1.9. �

Lemme D.1.11. Pour toute fonction holomorphe f , sur un ouvert
où f ne s’annule pas, on a :

d
dz

log | f (z)| =
f ′(z)
f (z)
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Démonstration.

d
dz

log |z | =
d
dz

log
√

zz =
1
2

d
dz

log zz =
1
2

d
dz

log z +
1
2

d
dz

log z

=
1
2

(
(
∂

∂x
− i

∂

∂y
) log(x + iy) + (

∂

∂x
− i

∂

∂y
) log(x − iy)

)
=

1
2

(
1

x + iy
− i

i
x + iy

+
1

x − iy
− i
−i

x − iy

)
=

1
x + iy

=
1
z

Et donc :

d
dz

log | f (z)| =
f ′(z)
f (z)

�

Lemme D.1.12. Si f est holomorphe sur un voisinage du disque
unité et ne s’y annule pas, alors, log | f (z)| y est harmonique

Démonstration. Comme f ′ est aussi holomorphe et que df ′(z)/dz =
0, on a :

∆ log | f (z)| =
d
dz

d
dz

log | f (z)|

=
d
dz

f ′(z)
f (z)

=

((
df ′(z)

dz

)2
− f (z)

df ′(z)
dz

)
/( f (z)2 = 0

�
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Lemme D.1.13. Sous les mêmes conditions,

log | f (0)| =
1

2π

∫ 2π

0
log | f (eiθ)|dθ

Démonstration. Découle de D.1.10 et de D.1.12. �

D.2 Transformation de Moëbius

Definition D.2.1. Soit z tel que |z | < 1. On considère la fonction

hz(w) =
w + z
zw + 1

Lemme D.2.2. C’est une bijection holomorphe du disque unité sur
lui même.

Démonstration. 1. On a :

|hz(w)|2 =
|w |2 + |z |2 + 2R(wz)
|w |2 |z |2 + 2R(zw) + 1

2. hz applique le cercle unité sur lui même :

|hz(w)| = 1 si |w | = 1
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3. hz applique l’intérieur du disque unité sur lui même :

1 − |hz(w)|2 =
|w |2 |z |2 + 2R(zw) + 1 − |w |2 − |z |2 − 2R(wz)

|w |2 |z |2 + 2R(zw) + 1

=
|w |2 |z |2 + 1 − |w |2 − |z |2

|w |2 |z |2 + 2R(zw) + 1

≥
(1 − |w |2)(1 − |z |2)
|w |2 |z |2 − 2|w | |z | + 1

=
(1 − |w |2)(1 − |z |2)
(|w | |z | − 1)2

> 0 si |w | < 1 parce que |z | < 1

< 0 si |w | > 1 parce que |z | < 1

4. hz est inversible d’inverse gz :

gz(v) =
v − z
1 − zv

5. gz applique le disque unité sur lui-même. Même démonstra-
tion.

�

D.3 Formule de Jensen

Lemme D.3.1. Soit f holomorphe sur un voisinage du disque de
rayon 1, n’ayant pas de zéro sur la frontière ce disque. Soient zi les
zéros de f à l’intérieur du disque unité. Si f (0) , 0, alors on a :

log | f (0)| −
∑
j

log |zj | =
1

2π

∫ 2π

0
log | f (eiθ)|dθ
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Démonstration. On remarque que, pour |z | = 1 :����1 − z j z
z − zj

����2 =
1 − z j z
z − zj

×
1 − zj z
z − zj

=
1 + |z |2 |zj |2 − 2R(z j z)
|z |2 + |zj |2 − 2R(z j z)

= 1

On applique D.1.13

log | f (0)| =
1

2π

∫ 2π

0
log | f (eiθ)|dθ

à la fonction :

g(z) = f (z)
∏
j

1 − z j z
z − zj

�

Théoreme D.3.2. Soit f holomorphe sur un voisinage du disque de
rayon r , n’ayant pas de zéro sur la frontière ce disque. Soient zi les
zéros de f à l’intérieur du disque unité. Si f (0) , 0, alors :

log | f (0)| −
∑
j

log |
zj
r
| =

1
2π

∫ 2π

0
log | f (reiθ)|dθ

Démonstration. On fait une homothétie de rapport r et on applique
D.3.1. �

Lemme D.3.3. Soit f holomorphe sur un voisinage du disque de
rayon 1, n’ayant pas de zéro sur la frontière ce disque. Soient zi les
zéros de f à l’intérieur du disque unité. Si z est tel que |z | < 1 et
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f (z) , 0, alors :

log | f (z)| −
∑
j

log
���� zj − z
1 − zzj

���� = 1
2π

∫ 2π

0
log | f (eiθ)|

1 − |z |2

|z − eiθ |2
dθ

Démonstration. On considère la fonction

g(w) = f (hz(w))

Les wj = h−1
z (zj) sont les zéros de g. On applique D.3.2 à g.

log |g(0)| −
∑
j

log |wj | =
1

2π

∫ 2π

0
log |g(eiθ)|dθ

On a :

hz(C) = C

On fait le changement de variables

eiµ = hz(eiθ) =
eiθ + z
zeiθ + 1

eiθ = gz(eiµ) =
eiµ − z
1 − zeiµ

ieiθdθ = i
eiµ − z
1 − zeiµ

dθ =
ieiµ(1 − zz)(
−1 + eiµz

)2 dµ

dθ =
1 − |z |2

(z − e−iµ)(z − eiµ)
dµ =

1 − |z |2

|z − e−iµ |2
dµ
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Donc

1
2π

∫ 2π

0
log |g(eiθ)|dθ =

1
2π

∫ 2π

0
log | f (eiµ)|

1 − |z |2

|z − eiµ |2
dµ

Et :

log | f (z)| −
∑
j

log
���� zj − z
1 − zzj

���� = 1
2π

∫ 2π

0
log | f (eiθ)|

1 − |z |2

|z − eiθ |2
dθ

�

Théoreme D.3.4. Soit f holomorphe sur un voisinage du disque de
rayon r , n’ayant pas de zéro sur la frontière ce disque. Soient zi les
zéros de f à l’intérieur du disque unité. Si z est tel que |z | < r et
f (z) , 0, alors :

log | f (z)| −
∑
j

log
���� zj − z
r − zzj/r

���� = 1
2π

∫ 2π

0
log | f (reiθ)|

r − |z |2

|z − reiθ |2
dθ

Démonstration. Onutilise D.3.3 et on fait une homothétie de rapport
r . �

D.4 Ordre d’une fonction analytique

Definition D.4.1. Une fonction analytique sur C est d’ordre 1 si
pour tout ε , il existe M vérifiant : pour |z | > M , on a :

| f (z)| ≤ e |z |
1+ε
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Lemme D.4.2. Si f est d’ordre 1, avec un zéro d’ordre m en 0, si
g(z) = f (z)/z avec g(0) , 0. Alors g est aussi d’ordre 1.

Démonstration. Soit M ′ correspondant à ε/2. La croissance de
l’exponentielle étant plus rapide que celle du logarithme, il existe
M ′′ tel que log |z | ≤ 1

m |z |
1+ε/2(|z |ε/2 − 1) pour |z | > M ′′. Soit

M = sup(M ′, M ′′). Alors pour |z | > M

|g(z)| = | f (z)| × |zm | ≤ e |z |
1+ε /2

em log |z | ≤ e |z |
1+ε /2+m log |z | ≤ e |z |

1+ε

�

D.5 Produit d’Hadamard

Dans toute cette partie, f est une fonction holomorphe d’ordre
1. Soient 0 < |z1 | ≤ |z2 | ≤ . . . les zéros de f classés par valeur
absolue croissante. On note n(r) le nombre de zéros zj ≤ r .

Lemme D.5.1. On a :

j ≤ n(|zj |)

Démonstration. Par définition. �

Lemme D.5.2. Soit ε > 0, il existe M tel que, pour r ≥ M , on ait :

n(r/2) log 2 ≤ 2r1+ε
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Démonstration. Soit ε et M ′ la valeur correspondant à ε dans la
définition D.4.1. Soit M ′′ tel que | log | f (0)| | ≤ r1+ε pour r > M ′′.
Pour r ≥ M = max(M ′, M ′′), on a, en appliquant la formule de
Jensen à f :

log | f (0)| −
∑
z j ≤r

log
��� zj

r

��� ≤ 1
2π

∫ 2π

0
log | f (reiθ)|dθ

≤
1

2π

∫ 2π

0
log er

1+ε
dθ ≤ r1+ε

Donc : ∑
z j ≤r

log
���� r
zj

���� ≤ r1+ε + log | f (0)| ≤ 2r1+ε

Mais∑
z j ≤r

log
���� r
zj

���� ≥ ∑
z j ≤r/2

log
���� r
zj

���� ≥ ∑
z j ≤r/2

log 2 ≥ n(r/2) log 2

�

Lemme D.5.3. Soit ε > 0, il existe M et N tels que, pour r ≥ M , on
ait :

n(r) ≤ Nr1+ε

Démonstration. On fait une homothétie de rapport 2 et on applique
D.5.2.
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�

Lemme D.5.4. Pour |zj | > M

|zj | ≥ j
1

1+ε

Démonstration.

j ≤ n(|zj |) d’après D.5.1

≤ |zj |1+ε pour |zj | > M

|zj | > j
1

1+ε en inversant l’inégalité

�

Lemme D.5.5.

S = lim
r→+∞

∑
|z j |<r

|
1
zj
|2 < +∞

Démonstration.∑
|z j |<r

|
1
zj
|2 =

∑
0< |z j | ≤M

|
1
zj
|2 +

∑
M< |z j |<r

|
1
zj
|2

≤
∑

0< |z j | ≤M

|
1
zj
|2 +

∑
j

1

j
2

1+ε
< +∞ parce que

2
1 + ε

> 1

�
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Lemme D.5.6. ∑
r

n(r)
r2 < +∞

Démonstration.∑
r

n(r)
r2 =

∑
r

∑
r< |z j | ≤(r+1)

1
r2 =

∑
r

∑
r< |z j |(r+1)

(r + 1)2

r2
1

(r + 1)2

≤
∑
r

∑
r< |z j |(r+1)

22 1
(r + 1)2

− ≤
∑
r

∑
r< |z j |(r+1)

22 1
|zj |2

≤ 22
∑
j

1
|zj |2

< +∞

�

Lemme D.5.7. Pour tout z, il y a convergence de∏
j

(1 −
z
zj
)ez/z j

et cette convergence est uniforme sur tout compact.

Démonstration. Soit K un compact et z ∈ K .

log

(∏
j

(1 −
z
zj
)ez/z j

)
=

∑
j

(
log(1 −

z
zj
) +

z
zj

)
�����∑

j

log(1 −
z
zj
) +

z
zj

����� ≤ ∑
|z j | ≤2 |z |

����log(1 −
z
zj
) +

z
zj

���� + ∑
|z j |>2 |z |

����log(1 −
z
zj
) +

z
zj

����
133



Annexe D Formules de Jensen et factorisation des fonctions
holomorphes d’ordre 1

La première somme est bornée indépendamment de z ∈ K :∑
|z j | ≤2 |z |

����log(1 −
z
zj
) +

z
zj

���� ≤ ∑
|z j | ∈2K

����log(1 −
z
zj
) +

z
zj

����
La seconde également :∑
|z j |>2 |z |

����log(1 −
z
zj
) +

z
zj

���� ≤ 1
2

∑
|z j |>2 |z |

1
1 − | zz j |

|
z
zj
|2 d’après D.5.10

≤
2|z |2

2

∑
|z j |>2 |z |

|
1
zj
|2 parce que 1 − |

z
zj
| ≥

1
2

< |z |2S d’après D.5.5

< +∞ indépendamment de z ∈ K

�

Definition D.5.8. On pose :

h(z) = f (z)/

(
zm

∏
j

(1 −
z
zj
)ez/z j

)
Lemme D.5.9. On peut écrire

h(z) = eg(z)

Démonstration. h n’a pas de pôles. On peut en prendre un loga-
rithme. �
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Lemme D.5.10. Pour |z | < 1, on a :

|log(1 − z) + z | ≤
|z |2

2
1

1 − |z |

Démonstration.

log(1 − z) = −
∑
n≥1

zn

n

|log(1 − z) + z | ≤
���� z2

2
+

z3

3
+ . . .

���� ≤ 1
2

��z2 + z3 + . . .
�� ≤ |z2 |

2
��1 + z + z2 + . . .

��
≤
|z |2

2

���� 1
1 − z

���� ≤ |z |22
1

1 − |z |

�

Lemme D.5.11. g(z) est un polynôme de degré 1

Démonstration. On peut supposer que m = 0.

1. D’une part :

f (z) = eg(z)
∏
j

(1 −
z
zj
)ez/z j
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f ′

f
(z) =

(eg(z))′

eg(z)
+

∑
j

(1 − z
z j
)′

1 − z
z j

+
∑
j

(ez/z j )′

ez/z j

= g(1)(z) −
∑
j

1
z − zj

+
∑
j

1
zj
(z/zj)′

= g(1)(z) −
∑
j

(
1

z − zj
−

1
z2
j

)
Et en dérivant une fois de plus :(

f ′

f

) (1)
(z) = g(2)(z) +

∑
j

1
(z − zj)2

2. D’autre part, on a la formule de Poisson-Jensen :

log | f (z)| −
∑
|z j |<r

log
���� zj − z
r − zzj/r

���� = 1
2π

∫ 2π

0
log | f (reiθ)|

r − |z |2

|z − reiθ |2
dθ

3. On la dérive par rapport à z :

d
dz

log | f (z)| =
f ′(z)
f (z)

d’après D.1.11

d
dz

log |
zj − z

r − zzj/r
| = −

1
z − zj

+
z j

zz j − r2

d
dz

r − |z |2

|z − reiθ |2
=

2reiθ

(z − reiθ)2
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4. On en déduit :

f ′

f
(z) = −

∑
|z j |<r

1
z − zj

+
∑
|z j |<r

z j
zz j − r2

+
1

2π

∫ 2π

0
log | f (reiθ)|

2reiθ

(z − reiθ)2
dθ

5. On dérive cette égalité par rapport à z :

(
f ′

f
)(1)(z) =

∑
|z j |<r

−1
(z − zj)2

−
∑
|z j |<r

−2z2
j

(z − zj)2

+
1

2π

∫ 2π

0
log | f (reiθ)|

4reiθ

(z − reiθ)3
dθ

6. On fait tendre r vers +∞. Soit

mr = 1 +max
|z |=r
| f (z)|

On prend r assez grand pour que r > 2|z | et que mr < er
1+ε .

Alors : ���� reiθ

(z − reiθ)3

���� < 2
r2

7. On a r > 2|z |. Pour |zj | < r :����� z2
j

(z − zj)2

����� = |zj |2

(r2 − |zj |/r)2
≤ r2

137



Annexe D Formules de Jensen et factorisation des fonctions
holomorphes d’ordre 1

8. D’après D.5.6 : limr→+∞ n(r)/r2 = 0. Donc, si on applique
l’inégalité de Schwarz.����∫ 2π

0
log | f (reiθ)|

reiθ

(z − reiθ)3
|dθ

����2
≤

∫ 2π

0

��log | f (reiθ)|
��2 dθ ×

∫ 2π

0

���� reiθ

(z − reiθ)3

����2 dθ

≤

∫ 2π

0
r2(1+ε )dθ ×

∫ 2π

0
r−4dθ

Et :

lim
r→+∞

����∫ 2π

0
log | f (reiθ)|

reiθ

(z − reiθ)1+2 |dθ
���� = 0

9. On en conclut que :

(
f ′(z)
f (z)
)(1) =

∑
j

−1
(z − zj)2

10. Donc : g(2)(z) = 0. Et g est un polynôme de degré 1

�

On ainsi obtenu le théorème cherché.

ThéoremeD.5.12. Hadamard-Weierstrass. Soit f holomorphe d’ordre
1 à l’infini, et d’ordre m en 0. Soient zi ses autres zéros. Alors, on
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peut écrire :

f (z) = eg(z) × zm ×
∏
i

(1 −
z
zi
)e

z
zi

Où g est un polynôme de degré 1. La convergence du produit est
uniforme sur tout compact.
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